6. Rechnen mit Mengen.
Abstrahieren und Idealisieren. Begriff und Schema

6.1. Vorbemerkungen

In der Praxis wird nicht nur mit Zeichen (und Begriffen) fiir Ausmafle und Werte gerechnet,
sondern (und zwar von der Grundschule an) auch mit Zeichen (Namen und Symbolen) der Art
"5 Flaschen" (Rechnen mit «benannten Zahleny).

Auf die Frage, was solche Zeichen bezeichnen, werden verschiedene, im Unterabschnitt 6.3
noch zu nennende Antworten gegeben. Ich werde hier das mit solchen Zeichen Bezeichnete als
"Menge" und (mit einem Gegenwort zum Wort "Einzelsache") auch als "Sammelsache" (Leib-
niz) und als "Kollektiv" bezeichnen.

Der Begriff, der hier mit dem Wort "Menge" bezeichnet wird, fallt durchaus unter die bekannte Defini-
tion von Georg Cantor (1845 bis 1918) («...eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiede-
nen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens ... zu einem Ganzeny).

Die Grundbedeutung des Wortes "Menge" ist "manche". Dieses Wort weist auf eine Mehrheit von Sa-
chen hin und sollte deshalb nur bei einem Diskontinuum (5 Flaschen, 6 ¢ 1023 Atome, 25 Umdrehungen,
6 Begriffe) angewendet werden. - Wer von "Atomen" und "Molekiilen" spricht, spricht nicht mehr von
einem Kontinuum (also nicht mehr von einer Stoffportion), sondern von einem Diskontinuum, das aus
voneinander abgegrenzten Atomen und Molekiilen aufgebaut ist und als "Henadenaggregat" bezeichnet
werden sollte. In sich besonders inkonsequent ist das Wort "Stoffmenge" fiir die (physikalische) Grofe,
die definitionsgeméal der «Anzahl der Teilchen», proportional sein und die GréBe eines Henadenaggre-
gats kennzeichnen soll. - Man beachte die Doppeldeutigkeit des Wortes "Grofle". Auf diese ist spéter
noch einzugehen.

Das Wort "Sammelsache" wird von Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 bis 1716) in seinen (fran-
zdsisch geschriebenen) Arbeiten nicht verwendet; wohl aber finden sich in den deutschen Uber-
setzungen zweier seiner Briefe /12,13/ die Worter "Sammelding" und "Sammelwesen".

Beispiele fiir Gleichungen, in denen Zeichen fiir Mengen stehen, sind zum Beispiel die folgen-
den:

(6.1) 5 Flaschen + 3 Flaschen = 8 Flaschen

(6.2) 2%8(;}1% * 3 Késten = 72 Flaschen,
63)  —284KE o4 Flaschen = 15,36 ke,
64y  OIDM o4 Flaschen = 18 DM.

In der Gleichung 6.2 werden die Zeichen "Kasten" und "Késten" und in den Gleichungen 6.3

und 6.4 die Zeichen "Flasche" und "Flaschen" in der gleichen Weise gegeneinander "gekiirzt’,
wie in der Gleichung

100 km

65)  AOKM_ 3 gtunden =300 km

die Zeichen "Stunde" und "Stunden" gegeneinander "gekiirzt: werden. Bevor ich den Begriff der



Menge und das Rechnen mit Mengen ndher bespreche, gehe ich - zur Vorbereitung spiterer
Ausfithrungen - auf einige allgemeinere Probleme ein.

6.2. Semantische, wissenschaftstheoretische und erkenntnispsychologische Vorkliarungen

6.2.1. Sache. Begriff und Name.
Bezeichnen, Bedeuten, Meinen

Ein Name wie "Flasche" bezeichnet nicht nur eine realiter existierende Sache "Flasche", son-
dern auch den nur in unserem Denken existierenden Begriff "Flasche". Wahrend es viele reale
Flaschen gibt, gibt es nur einen einzigen Begriff "Flasche". (Diese Aussage wird nicht davon
beriihrt, dafl dieser Begriff spezifiziert werden kann und es deshalb auch Unterbegriffe wie
"Bierflasche", "Weinflasche" oder "Medizinflasche" gibt.) Wir bezeichnen also eine reale Sa-
che und den dieser Sache zugeordneten Begriff mit dem gleichen Namen, verwenden diesen
also nicht eindeutig. Um zu verhindern, da3 die Mehrdeutigkeit zu groBeren Schwierigkeiten
fiihrt, wird gesagt, dal ein Name nicht nur sowohl eine Sache wie auch einen Begriff bezeichne,
sondern auch, daf} er das auch in zwei unterschiedlichen Weisen mache: Er bezeichnet und
meint eine Sache, und er bezeichnet und bedeutet einen Begriff. - Ein Begriff ist bei dieser
Sprachregelung also das, was ein Name bedeutet; er ist also - substantivisch ausgedriickt - die
Bedeutung des Namens. Dem entsprechend wire eine Sache das, was ein Name meint bezie-

hungsweise - wiederum substantivisch ausgedriickt - die ‘Meinung' (das meaning) des Namens.

Das Wort "meaning" spielt in der neueren wissenschaftstheoretischen Literatur eine wichtige Rolle.

Da ein und derselben Sache bei verschiedenen Betrachtungen verschiedene Begriffe zugeordnet
werden konnen und die Sache eben deshalb auch mit verschiedenen Namen zu bezeichnen ist,
stehen Sache, Begriff und Name zueinander in einem nicht trivialen und oft zu wenig bedachten
Verhiltnis. - Zur Erlauterung dieser Aussage sei an einem konkreten Beispiel aus der Chemie
gezeigt, wie ein und dieselbe Sache bei verschiedenen Fragestellungen begriffen (begrifflich er-
faB3t) und benannt werden kann, und zwar am Beispiel eines bestimmten (chemischen) Stoffes.

(1) Wenn wir holistisch-phdnomenologisch nach der Entstehung dieses Stoffes fragen, konnen
wir sagen, daf} er bei der Verbrennung von Zink an Luft entsteht. Wenn ein fester Verbren-
nungsriickstand als "Asche" bezeichnet wird, kann der Stoff als "Zinkasche" bezeichnet wer-
den. Dem Stoff kann also bei dieser Fragestellung der Begriff "Stoff, der bei der Verbrennung
von Zink an Luft als fester Verbrennungsriickstand entsteht" und der Name "Zinkasche" zuge-
ordnet werden.

(2) Wenn wir - ebenfalls noch holistisch-phdnomenologisch - nach der (chemischen) Zusam-
mensetzung dieses Stoffes fragen, konnen wir (nach entsprechenden experimentellen Untersu-

chungen) sagen, daB3 er (nur) aus Zink und Sauerstoff ‘besteht. Wenn wir einen Sauerstoff-
haltigen Einstoff (also nicht ein Sauerstoff-haltiges Gemisch wie Luft) als "Oxid" bezeichnen,
kann der Stoff als "Zinkoxid" bezeichnet werden. Dem Stoff kann bei dieser Fragestellung also

der Begriff "Stoff, der nur aus Zink und Sauerstoff ‘besteht” (‘zusammengesetzt ist)" und der
Name "Zinkoxid" zugeordnet werden.

(3) Wenn wir bei einer atomistisch-deutenden Betrachtung ebenfalls nach der Zusammenset-
zung des Stoffes fragen, konnen wir (nach vielen weiteren experimentellen Untersuchungen

und theoretischen Uberlegungen) sagen, daB der ‘Stoff', der sich bei dieser Betrachtung als eine
Henadenaggregatstruktur erweist, aus elektrisch geladenen Zinkatomen (Zinkionen) und elek-

trisch geladenen Sauerstoffatomen (Sauerstoffionen) im Anzahlverhiltnis 1 : 1 aufgebaut ist.

2+n

Wenn einem Zinkion der Name (das Symbol) "Zn>™" und einem Sauerstoffion der Name "O%"



zugeordnet wird, kann der Stoff als "Zn?"O>*(meistens zu "ZnO" verkiirzt) bezeichnet werden.

2+02-

Dem Stoff kann also bei dieser Fragestellung der Name "Zn und der folgende Begriff

zugeordnet werden: "lonenaggregatstruktur, die aus Zn*"-Tonen und O*"-Ionen so aufgebaut ist,
daf die Ionen der beiden Arten im Anzahlverhéltnis 1 : 1 stehen und in einer bestimmten Weise
angeordnet sind".

Zum Namen "Aggregatstruktur" ist folgendes anzumerken: Das, was bei einer holistischen Be-
trachtung als eine (begrenzte) "Stoffportion" bezeichnet wird, erweist sich bei atomistischer Be-
trachtung als ein (begrenztes) Henadenaggregat. Das, was wir bei holistischer Betrachtung als
einen (unbegrenzt zu denkenden) "Stoff" bezeichnen, erweist sich bei atomistischer Betrach-
tung (nicht als ein Henadenaggregat, sondern) als eine (unbegrenzt zu denkende) Henadenstruk-
tur. - Wihrend man im Kontinuumsdenken von den Stoffen ausgeht und von diesen in Gedan-
ken Portionen herausgrenzt, um zu Stoffportionen zu kommen, geht man im Diskontinuums-
denken von Henaden aus und bildet aus diesen - gedanklich aufbauend - die Henadenaggregate.
- Wiéhrend ohne grundsitzliche begriffliche Schwierigkeiten verstanden werden kann, was
Henaden und was Henadenaggregate sind, gelingt es im Kontinuumsdenken grundsétzlich
nicht, den Begriff "Stoff" zu definieren. (Die Aussage, dall Stoffe das sind, woraus die Dinge
bestehen, ist im Chemieanfangsunterricht wohl unentbehrlich; sie ist aber keine Definition des
Begriffs "Stoff".) Eben diese grundsitzliche Schwierigkeit erfordert (gemeinsam mit weiteren
Schwierigkeiten), da3 neben dem Kontinuumsdenken, das sich bei der Untersuchung der stoft-
lichen Phdanomene herausgebildet hat und das bei phdnomenologischen Betrachtungen unent-
behrlich bleiben wird, auch das von diesem Denken grundsitzlich unterschiedene Diskontinu-
umsdenken weiter entwickelt und praktiziert wird.

Zum Namen "Aggregatstruktur" ist noch anzumerken, daf} hier unter "Struktur" nicht nur die
Anordnung der Henaden in einem Aggregat verstanden wird (also bei einem Kristall nicht nur
der Kristallgittertyp), sondern die Henaden in ihrer jeweiligen Anordnung. Die Henaden als sol-
che haben bei einer prdzisen Beschreibung einer Henadenaggregatstruktur den gedanklichen
Primat vor ihrer Anordnung.

Die drei verschiedenen Namen bedeuten also drei verschiedene Begriffe, meinen aber ein und
dieselbe Sache, eben einen bestimmten Stoff. Nur Namen und Begriffe sind einander umkehr-
bar eindeutig zugeordnet (oder sollten es jedenfalls sein), wihrend die Zuordnung sowohl von
Namen wie auch von Begriffen zu einer Sache nicht umkehrbar eindeutig ist.

Zu den Namen "bedeuten" und "meinen" vergleiche man auch die Ausfithrungen im Punkt 1.5 des 1. Ab-
schnitts.

6.2.2. Abstrahieren und Idealisieren.
Die Begriffe als ideale Sachen.
Menge und Mengenelement

Wie kommen wir von den Einzelsachen, die wir hinsichtlich der Begriffsbildung als gleichartig
betrachten, zu einem Begrift? - Ein Begriff der Art "Flasche" oder "C-Atom" wird durch Ab-
strahieren gewonnen, also durch Absehen von allen Eigenschaften (Merkmalen), durch die sich
die unter den jeweiligen Begriff fallenden Sachen unterscheiden. So sehen wir bei der Bildung
des Begriffs "Flasche" zum Beispiel ab von der Masse, vom (nutzbaren) Volumen, von der che-
mischen Beschaffenheit und von der Farbe des Flaschenglases sowie von der Art des Flaschen-
verschlusses (Korkenverschluf3, KronenverschluB3, BiigelverschluB3); bei der Bildung des Be-
griffs "C-Atom" sehen wir ab von der Menge der Nukleonen im einzelnen Atomkern (12C-Ato-
me, 14C-Atome) und vom Zustand der Elektronenhiille (der bei voneinander isolierten C-Ato-
men anders ist als bei C-Atomen im Verband eines Graphit- oder eines Diamantkristalls).



Bei der Bildung von Begriffen der Art "5 Flaschen" oder "6 1023 C-Atome" sehen wir nicht
nur von den Eigenschaften ab, durch die sich die realen Einzelsachen voneinander unterschei-
den, sondern auch von den (geometrischen und anderen) Beziehungen zwischen den Einzel-
sachen. So ist es bei der Bildung des Begriffs "24 Flaschen" zum Beispiel gleichgiiltig, ob den
realen Flaschen in einem Flaschenkasten durch einen Kasteneinsatz eine bestimmte geometri-
sche Anordnung aufgezwungen ist oder ob die Flaschen in einem regellos gebildeten Haufen
vorliegen; bei der Bildung des Begriffs "6 * 102> C-Atome" ist es gleichgiiltig, ob die Atome
voneinander isoliert und nicht in einer bestimmten Weise angeordnet sind oder ob sie in einem
Kristallverband durch Bindungskrifte in einer bestimmten Anordnung zusammengehalten wer-
den.

Wird in besonderen Féllen nicht von allen Anordnungsbeziehungen zwischen den realen Ein-
zelsachen abgesehen, wird die Menge durch ein besonderes Attribut ndher gekennzeichnet (,,ge-

reihte Menge", "geordnete Menge", "wohlgeordnete Menge") und dadurch von den als "unge-
ordnet" zu bezeichnenden Mengen auch terminologisch unterschieden.

Da wir beim Konzipieren eines Begriffs von den unterscheidenden Eigenschaften der realen
Einzelsachen und von den Beziehungen zwischen den Einzelsachen absehen, werden die Be-
griffe als "(logische) Abstrakta" bezeichnet. Dieser Name besagt nur, daf3 ein Begriff durch Ab-
strahieren gewonnen wird, sagt also nicht, was der Begriff als solcher ist. Ein Begriff wird nicht
durch das bestimmt, was bei seiner Bildung als «unwesentlich» unberiicksichtigt bleibt, sondern
durch das, was beim Abstrahieren als «wesentlich» betrachtet wird und von dem gerade nicht
abgesehen wird. Und das ist eine (nur) in unserem Denken existierende Sache, also eine Gedan-
kensache oder - ontologisch ausgedriickt - eine ideale Sache. - Wenn ein Begriff nur als etwas
"Abstraktes" und nicht auch als etwas "Ideales" bezeichnet wird, wird der Unterschied zwischen
dem logischen Begriffspaar "konkret/abstrakt" und dem ontologischen Begriffspaar "real/ideal”
nicht bewufit gemacht und damit die Einsicht in das, was ein Begriff ist, erschwert: Ein Begriff
ist ndmlich - in ontologischer Sicht - nichts anderes als die ideale Sache selbst, die wir im Voll-
zug des Abstrahierens aus den realen Sachen gewinnen. Wir sehen beim Idealisieren ge-
wissermalflen durch die (unter den jeweils gleichen Begriff fallenden) realen Sachen hindurch
und erkennen hinter diesen eine nur in unserem Denken existierende und mithin ideale Sache.
Es ist also wesentlich, da3 ein Begriff durch Idealisieren realer (materieller oder immaterieller)
Sachen gewonnen wird. Und das Idealisieren erfolgt eben dadurch, dal man bei den unter den
jeweils gleichen Begriff fallenden realen Einzelsachen von den unterscheidenden Eigenschaf-
ten und bei den unter den jeweils gleichen Begriff fallenden Sammelsachen auch noch von den
Beziehungen zwischen den die Sammelsachen bildenden Einzelsachen absieht.

Wenn wir frither sagten, da3 ein Name wie "Flasche" auf eine real existierende Flasche hinwei-
se und einen Begriff bedeute, konnen wir jetzt deutlicher sagen: Ein Sachname meint eine real
existierende Sache und bedeutet eine (nur) ideal existierende Sache, eben einen aus den realen
Sachen durch Idealisieren gewonnenen Begriff.

Diese Aussage schlieBt selbstverstindlich nicht aus, daB wir auch unzutreffende Begriffe ‘konzipieren’,
also die realen Sachen auch zu unzutreffenden idealen Sachen “idealisieren’.

Beim Idealisieren einer realen Menge (eines realen Kollektivs) zu einer idealen Menge gehen
die (die reale Menge bildenden) Einzelsachen in ideale Elemente der idealen Menge iiber. Eben-
so wie eine reale Einzelsache das konstitutive Korrelat einer realen Sammelsache ist, ist das ide-
ale Element das konstitutive Korrelat einer idealen Menge.

Ebenso wie es viele reale Flaschen, aber nur einen einzigen Begriff "Flasche" gibt, gibt es auch
viele reale Kollektive "5 Flaschen", aber nur einen einzigen Begriff "5 Flaschen".



Um Unklarheiten zu vermeiden, seien zwei Anmerkungen gemacht.

(1) Bei der Bildung des Begriffs einer Sammelsache, zum Beispiel des Begriffs "5 Flaschen",
wird nur von den unterscheidenden Eigenschaften der einzelnen realen Flaschen und von den
Beziehungen zwischen diesen Flaschen abgesehen, nicht aber von der Anzahl der realen Sam-
melsache. Diese ist sowohl fiir die reale Menge "5 Flaschen" wie auch fiir den Begriff (fiir die
ideale Menge) "5 Flaschen" wesentlich.

Die Kollektive materiell-energetischer Dinge und Vorginge haben nicht nur mef3bare Eigen-
schaften, zum Beispiel eine Masse, ein Volumen oder eine Geschwindigkeit, sondern - ebenso
wie die immateriellen Mengen - dariiber hinaus auch noch eine nur ihnen zukommende Eigen-
schaft, die nicht durch Messen, sondern grundsétzlich durch Abzihlen bestimmt wird. Diese Ei-
genschaft kann als "Anzahleigenschaft", "Anzahlhaftigkeit" (haft = habend), "Anzahligkeit"

oder "Michtigkeit" bezeichnet werden. Die GroBe (das ‘Ausmaly’) der Anzahleigenschaft kann
als "Anzahl" bezeichnet werden, so wie die Grofe einer Ausmafeigenschaft als "AusmaR" be-
zeichnet wird. (Hierzu folgen spéter noch weitere Ausfiihrungen.)

Das Wort "grundsétzlich" im vorstehenden Absatz ist erforderlich, weil man in der Praxis die
Anzahl einer Menge nicht nur durch Abzdhlen, sondem auch durch Messen bestimmen kann,
so wie man umgekehrt auch die Ausmalle meBbarer Eigenschaften durch Abzdhlen bestimmen
kann: Die extensiven Grof3en einer realen Dingmenge dndern sich ja proportional mit deren An-
zahl. Das «Abzéhlen durch Messen» wird in der Technik viel angewendet, zum Beispiel wenn
eine vollautomatische Abfiillanlage, beispielsweise fiir Tabletten, so gebaut ist, dal eine Wage-
vorrichtung die Anhdufung von Tabletten immer dann unterbricht und die jeweils angesammel-
te Tablettenmenge zu einem Verpackungsapparat weiterleitet, wenn die (reale) Tablettenmenge
eine bestimmte Masse und damit auch eine bestimmte Anzahl hat. - Und das «Messen durch
Abzidhlen» wird heute, da immer mehr Gerite, insbesondere auch MeBgerite, digitalisiert wer-
den, auch Nichtfachleuten immer deutlicher bewulft.

(2) Beim Ubergehen von der real existierenden Menge "300 Flaschen" zu der nur in unserem
Denken existierenden Gedankensache "300 Flaschen" bleiben wir im Bereich der (seienden)
Sachen: Die reale Sache "300 Flaschen" ist eine Sache aus dem Bereich des realen Seins; die
ideale Sache "300 Flaschen" ist eine Sache aus dem Bereich des idealen Seins. - Diese Anmer-
kung ist erforderlich, weil Rohrl in /27/ sagt, dal} ein Zeichen der Art «300 Flaschen» eine Ei-
genschaft bezeichne (6.3.1).

6.2.3. Begriff und Schema

Wenn ein Kind, das 5 Bierflaschen und 3 Weinflaschen sieht und sagt, daf3 es 8 Flaschen sehe,
miiflite es nach den bisherigen Ausfiihrungen vor dieser Aussage eine (bewuflte) Abstraktion
vollzogen haben. Zu einer solchen ist es aber zunéichst {iberhaupt nicht in der Lage. Die erfor-
derliche gegenteilige Annahme, dal3 das Kind auch ohne bewuftes Abstrahieren zu seiner Aus-
sage kommen kann, spricht aber trotzdenn nicht gegen das bis jetzt Gesagte. Dieses ist nur zu
erginzen: Der angedeutete Widerspruch entspringt (nicht einem groentheoretischen, sondern)
einem erkenntnispsychologischen Problem. Dieses kann hier nicht ndher behandelt, soll aber
doch wenigstens angesprochen werden.

Im Verlauf der wissenschaftlichen Arbeit werden Begriffspyramiden erstellt, in denen

* die jeweils allgemeineren (generelleren, hoher stehenden) Begriffe durch Verallgemeinern
(Generalisieren) aus den jeweils spezielleren (niedriger stehenden) gewonnen werden und in
denen

+ die jeweils spezielleren Begriffe durch Spezialisieren (Spezifizieren, Differenzieren) aus den



jeweils allgemeineren abgeleitet sind.

Zweifellos kann ein kleines Kind, das das wissenschaftlich-rationale Denken erst lernen und
tiben muB, nicht durch rationales Generalisieren von Begriffen der Art "Bierflasche" und
"Weinflasche" zum Begriff "Flasche" oder durch rationales Differenzieren von diesem Begriff
zu den genannten (und weiteren) Unterbegriffen kommen. - Wie kommt aber ein Kind zu den

ersten ‘Begriffen?

Um diese Frage zu beantworten, ergidnze ich das Flaschenbeispiel durch Beispiele aus der Ein-
teilung der Lebewesen in systematische Gruppen (Fische, Vogel, ...; Wirbeltiere, ...) und in phé-
nomenologische Gruppen (Baume, Straucher; Holzgewéchse). Diese konnen zeigen, da3 auch
erwachsene Menschen zu einem betriachtlichen Teil nicht in rational definierten Begriffen den-
ken.

Ein Kind kann Fische als "Fische" ansprechen und Vogel als "Vogel", lange bevor es (speziali-
sierend) Karpfen, Barben, Forellen, ... beziechungsweise Kohlmeisen, Zeisige, Grasmiicken, ...
unterscheiden kann und lange bevor es in der Lage ist, (generalisierend) den Begriff "Wirbel-
tier" zu erfassen. Auch viele Erwachsene konnen zum Beispiel Gréser oft nur als "Gréiser" an-
sprechen und Schnecken nur als "Schnecken", wihrend Fachleute in jeder dieser beiden syste-
matischen Gruppen Hunderte von Arten unterscheiden und Gréser wie Schnecken zutreffend in
das Gesamtsystem der Lebewesen einordnen kdnnen.

Das begriffliche Denken nimmt seinen Anfang offensichtlich bei Namen, die «Begriffen mitt-
lerer Allgemeinheity» (Arthur Schopenhauer, 1788 bis 1860) zugeordnet sind, und schreitet von
diesen sowohl zu spezielleren wie auch zu allgemeineren Begriffen weiter. Nur so ist zu verste-
hen,

» daB Begriffspyramiden von Begriffen mittlerer Allgemeinheit ausgehend nach unten und
nach oben hin entwickelt werden,

+ daf} man tiber Sachverhalte reden kann, ohne dafl man die speziellsten und die allgemeinsten
Begriffe kennt, und

» daB sowohl die Feinsystematik wie auch die Kategorialanalyse umso schwieriger werden, je
weiter man sich von den Begriffen mittlerer Allgemeinheit entfernt.

Unabhingig von der systematischen Entwicklung der Begriffspyramide kann die Verwendung wichtiger
Namen wie "Ding" oder "Sache" mit Hilfe geeigneter Belehrungen vergleichsweise schnell vermittelt
werden, zum Beispiel indem man auf verschiedene Dinge zeigt und sagt "Das ist ein Ding, und das ist
ein Ding, und das ist ein Ding, ...". Das ermoglicht, dafl Kinder einen Namen wie "Ding" bald zutreffend
verstehen und selbst benutzen kdnnen, ohne daf3 sie wissen, daf es eine Namenspyramide gibt, oder gar,
an welcher Stelle der Namenspyramide das Wort "Ding" steht.

‘Begriffe’ der Art "Fische" und "Vo6gel", iiber die das heranwachsende Kind bald verfligt und
von denen das begriffliche Denken zu Beginn der rationalen Entwicklung ausgeht, konnen not-
wendig keine rational definierten Begriffe sein, also keine Begriffe, die zu Recht so bezeichnet

werden konnten. Worum es sich bei diesen ‘Begriffen’ tatséchlich handelt, verdeutlichen die Er-
kenntnisse der Verhaltensforschung (Ethologie). Diese hat in zahlreichen empirischen Untersu-
chungen nachgewiesen, daf3 Tiere (und auch Menschen) iiber vergleichsweise einfache Sche-
mata verfiigen, denen das jeweils Wahrgenommene entspricht oder nicht entspricht.

Wie weit Schemata angeboren sind oder (besonders beim Menschen) sich noch im Verlauf der individu-
ellen Entwicklung herausbilden, bleibe hier dahingestellt. Es geniigt, zu wissen, da3 zum Beispiel ver-
gleichsweise einfache Attrappen von Feindtieren bei Beutetieren das gleiche Verhalten ausldsen wie die
komplexen Feindtiere selbst. So flichen beispielsweise Hiithner vor einer geeigneten einfachen Attrappe
eines Habichts in gleicher Weise wie vor einem tatsédchlichen Habicht. Dieser und die Attrappe fallen fiir



die Hiihner offenbar unter ein und dasselbe Schema, und zwar ohne dal} deshalb den Hithnern ein ratio-
nales Abstraktionsvermdgen zugesprochen werden konnte oder miif3te.

Solche Schemata funktionieren offensichtlich auch beim Menschen. Auch ein Menschenkind
erkennt einen Baum als Baum (und bezeichnet diesen als "Baum"), auch wenn es den Begriff
"Baum" noch nicht rational definieren kann. - Wenn sich das Kind einen Baum vorstellt, kann
es sich sicherlich nur eine Kiefer oder eine Fichte oder eine RofBkastanie vorstellen (sich also
ein Wahrnehmungsbild mehr oder weniger deutlich vergegenwirtigen), aber nicht einen Baum
schlechthin, also einen Baum, der weder eine Kiefer noch eine Fichte noch eine RofBkastanie
noch ein anderer schon frither wahrgenommener Baum ist. Das Kind verfiigt aber notwendig
bald iiber ein Schema "Baum schlechthin", unter das alle wahrgenommenen Biume fallen;
sonst konnte es diese Bdume nicht als "Bdume* ansprechen. Das Schema "Baum" ist zweifellos
sehr einfach und wird sicherlich vor allem durch die Merkmale "vergleichsweise grof3es Holz-
gewdchs" und "gegliedert in einen (einzelnen) Stamm und in eine Krone" (also in einen Stamm
und in ein Astwerk, das erst in einiger Hohe {iber dem Boden ausgebildet ist). Ob der Baum Na-
deln oder Blétter hat oder - wie die sommergriinen Laubbdume im Winter - weder Nadeln noch
Blitter, gehort schon nicht mehr zum Schema "Baum": Sowohl Nadelbdume wie auch Laub-
baume werden vom Kind sowohl im Sommer wie auch im Winter als "Baume" erkannt und an-
gesprochen. - Und der Heranwachsende spricht auch einen Strauch schon bald als "Strauch" an,
und zwar auf Grund eines wiederum sehr einfachen Schemas. Dieses wird vor allem durch die
Merkmale bestimmt "Holzgewichs, das kleiner als Baum ist" und "schon vom Boden an ver-
zweigt".- Die Einordnung eines Holzgewichses in die Schemata "Baum" und "Strauch" kann
bei untypisch gewachsenen Bdumen und Strauchern sowie in bestimmten Grenzfillen unsicher
sein, funktioniert aber in typischen Fillen zuverldssig. Und das geniigt durchaus fiir das anfang-
liche Sich-in-der-Welt-Zurechtfinden.

Die Schemata sind also notwendig keine Wahrnehmungsbilder; sie sind aber auch keine Begrif-
fe in der iiblichen Bedeutung des Wortes: Sie werden nicht durch rationales Abstrahieren ge-
wonnen, sondern intuitiv erfal3t. Wenn wir auch (noch) nicht genau wissen, wie das im Einzel-
nen geschieht, konnen wir doch sagen, daf die Schemata wirksam und folglich auch vorhanden
sind und dal3 das Unter-ein-intuitiv-erfaBtes-Schema-Fallen im Endeffekt in gleicher Weise
funktioniert wie das Unter-einen-rational-definierten-Begriff-Fallen. - Wir denken also nicht
nur in Anschauungsbildern, Begriffen und Wortern, sondern auch in Schemata.

Ebenso wie die Schemata "Holzgewichs" einerseits und "Baum" und "Strauch" andererseits bil-
den sich beim jungen Menschen sicherlich auch bald Schemata wie "Flasche" einerseits und
"Bierflasche", "Weinflasche", "Medizinflasche" andererseits heraus, und zwar gleichgiiltig, ob
intuitiv spezialisierend oder intuitiv generalisierend, und unbeschadet der Tatsache, da3 der
Heranwachsende die Merkmale dieser Schemata nicht prazise angeben konnte. (Welcher Er-
wachsene konnte es auf Anhieb?) So wie ein Baum bald mit groBer Sicherheit als "Baum" an-
gesprochen wird, gleichgiiltig wie er im Einzelnen aussieht, wird auch eine Flasche bald als
"Flasche" angesprochen, wiederum gleichgiiltig wie sie im Einzelnen beschaffen ist.

Wenn der Heranwachsende 5 Bierflaschen und 3 Weinflaschen zu 8 Flaschen zusammfaf3t, muf3
er also zuvor nicht auf Grund einer rationalen Abstraktion erfal3t haben, daf3 alle 8 von ihm
wahrgenommenen Sachen unter den Begriff "Flasche" fallen; er kann auch auf Grund einer In-
tuition erfassen, daB3 sie unter das Schema "Flasche" fallen. Wir haben deshalb die Aussage, daf3
ein Name einen Begriff bedeute, in einer wesentlichen Hinsicht zu ergéinzen: Ein Name, der auf
eine Sache hinweist, bedeutet nicht nur (fiir einen zu rationalem Denken Befidhigten) einen Be-
griff, sondern (fiir einen das rationale Denken erst Erlernenden) auch ein Schema.

Das spitere Ersetzen der Schemata durch Begriffe ist von grof8er Bedeutung: Wiéhrend die in-



tuitive Erfassung von Schemata zu unzutreffenden Meinungen verleiten kann (indem man zum
Beispiel den Sduger "Wal" fiir einen Fisch hilt [,,Walfisch"] oder den Fisch "Aal" fiir eine
Schlange), fiihrt das rationale Denken zu Begriffen, die am Ende der Entwicklung so weit aus-
differenziert sind, daf} eindeutig klar ist, welche Sachen unter welchen Begriff fallen.

Fiir die (an das urspriingliche Arbeiten mit Schemata sich anschlieBende) Begriffsbildung wer-
den bald auch andere als nur die sichtbaren Merkmale von Bedeutung. Solange man nur die
morphologischen Merkmale beriicksichtigt, ist die Zusammenfassung von Aalen und Schlan-
gen in ein und derselben Gruppe durchaus versténdlich; erst wenn man die anatomischen Un-
terschiede (zum Beispiel die Ausbildung von Kiemen einerseits und von Lungen andererseits)
und die genetischen (und damit stammesgeschichtlich-verwandtschaftlichen) Gemeinsamkei-
ten beziehungsweise Unterschiede fiir wichtigere Einordnungskriterien hilt, ist eine solche Zu-
sammenfassung nicht mehr moglich.

Nun ist nur noch anzumerken, da3 das Gréser- und das Schneckenbeispiel deutlich gemacht ha-
ben diirften, daB (nicht nur die Heranwachsenden, sondern) auch die zu rationalem Denken be-
fahigten Erwachsenen auflerhalb ihrer besonderen Interessengebiete in einem betréchtlichen
Ausmal in Schemata (und nicht in rational definierten Begriffen) denken.

6.3. Unzutreffende ‘Argumente’ fiir und gegen das Rechnen mit Mengen
Quantifikable, Mensurable, Numerable und Attribuable

6.3.1. Das Rechnen mit Zeichen (und Begriffen) der Art "5 Flaschen” fillt - ebenso wie das
Rechnen mit Zeichen (und Begriffen) fiir Werte (Abschnitt 5) - nicht unter den Begriff des
Rechnens mit physikalischen Groflen. Dadurch werden vermutlich immer noch viele zu der
Meinung verleitet, dal man mit solchen Zeichen iiberhaupt nicht in eine mathematisch zuldssi-
ge Gleichung eingehen diirfe. Die (zutreffende) gegenteilige Meinung konnte sich bis jetzt nicht
allgemein durchsetzen. Dazu trug sicherlich bei, dal3 die Frage, was ein solches Zeichen bedeu-
te, bis heute unterschiedlich beantwortet wird: eine «Menge», eine «Anzahly, eine « Anzahlarty,
eine «diskrete GroBey, eine «ZahlgroBe», eine «Eigenschafty.

So schreibt zum Beispiel Emanuel Rohrl (1929 bis 1981) in /27/: «Die Schreibfigur "300 Fla-
schen" ist kein Name fiir eine Menge, sondern ist Name fiir eine Eigenschaft, ndmlich fiir die
Eigenschaft, aus 300 Flaschen zu bestehen» (Hervorhebungen von Rohrl). «Diese Eigenschaft
ist durchaus vergleichbar mit der Eigenschaft eines Gegenstandes, 300 kg zu wiegen. In beiden
Fillen handelt es sich um Quantitdtseigenschaften.

Dall man nur selten mit «Groflenwerten» (Hervorhebung von mir) «der Art "300 Flaschen"
rechnety (Hervorhebung von Rohrl) «hat einen ebenso nebensdchlichen wie hinderlichen
Grund. Die Quantititseigenschaft, die den Wert "300 kg" annehmen kann, heillit Gewicht. Wie
aber heif}t die Grofeneigenschaft, die den Wert "300 Flaschen" annehmen kann? Sollen wir sie
"Flaschenanzahl" nennen? Nein, denn wer nach der Flaschenanzahl fragt, bekommt die Antwort
"300" und nicht "300 Flaschen". Offenbar fehlt hier ein Name, und das hindert uns, von der ge-
meinten GroBe zu sprechen und sie in Gleichungen auftreten zu lassen. Denn wer gibt einer Sa-
che einen Formelbuchstaben, die sich nicht einmal nennen 1453t?».

Um MiBverstidndnisse auszuschlieBen, sei folgendes gesagt: Rohrl bezeichnet im letzten Satz des Zitats
mit dem Wort "Sache" nicht eine Sache in der hier festgelegten Bedeutung, sondern eine (physikalische)
GroBe; er beklagt nicht das Fehlen eines Namens fiir eine Sache in der hier festgelegten Bedeutung, son-
dern das Fehlen eines Namens fiir eine (von ihm gemeinte) physikalische GroBe, also fiir eine Eigen-
schaft. - Eine Sache in der hier festgelegten Bedeutung bringt Rohrl tiberhaupt nicht in den Blick. Er sagt
(in Wahrheit und pleonastisch), da3 die Eigenschaft "300 Flaschen" die Eigenschaft sei, aus 300 Fla-
schen zu bestehen. Unabhingig von der pleonastischen Formulierung ist zu fragen: Wie kann eine Ei-



genschaft (und nicht eine Menge) aus 300 Flaschen bestehen?

Die Aussage Rohrls ist nur annehmbar, soweit sie sich gegen den Namen "Anzahl" wendet; ihre
fiir Rohr]l wesentliche Teilaussage, da3 die Schriftfigur "300 Flaschen" nicht eine Menge, son-
dern eine Eigenschaft bezeichne, ist dagegen inakzeptabel. Der Name "300 Flaschen" bezeich-
net nach allgemeinem Sprachempfinden (auf das sich Rohrl hinsichtlich der Anzahl zu Recht
beruft) wohl doch eine Menge von Dingen in der hier festgelegten Bedeutung. Eine solche Men-
ge ist - ebenso wie ein Wert und anders als eine physikalische Grofle - keine Quantitiit, also
keine (meB- oder zéhlbare) Eigenschaft; wohl aber ist sie - ebenso wie ein Wert und wie eine
physikalische Grof3e - quantifizierbar und kann - ebenso wie ein Wert und wie eine physika-
lische Grof3e - als eine "Quantifikable" bezeichnet werden. Von den Werten und den physika-
lischen Grofen unterscheidet sie sich dadurch, daf3 sie (quantitativ) zdhlbar ist und damit als
eine "Numerable" bezeichnet werden kann, wéihrend eine physikalische Gréfle (quantitativ)
mefbar und damit eine Mensurable und ein Wert (quantitativ) zuordenbar und damit eine At-
tribuable ist.

Es ist an dieser Stelle noch nicht zu priifen, ob die eben verwendeten und zum Teil ungewohnten Namen
allgemein annehmbar sind. Mir kommt es hier nur darauf an, das, was begriftlich zu unterscheiden ist,
auch terminologisch klar zu unterscheiden.

Zu den Quantifikablen gehoren auch die Zahlen (einschlieBlich der Anzahlen von Mengen) und
alle Quantifikablen-Orientierungs-Kombinate. Diese sind zwar auch orientierbar, auf alle Félle
aber auch quantifizierbar.

Wegen der Anzahligkeit der Mengen kdnnen wir auch die Mengen als solche quantitativ erfas-
sen und diirfen wir auch mit Zeichen fiir Mengen (und nicht nur mit Zeichen fiir Quantititsei-
genschaften) in eine mathematische einwandfreie Rechnung eingehen.

Es ist zu beachten, dafl das Rechnen mit Mengen etwas anderes ist als das erst im Abschnitt 7 in die Be-
trachtung einzubeziehende Rechnen mit Anzahlen von Mengen.

Wer sich nicht sicher war, da3 man mit Mengen rechnen diirfe, aber doch meinte, mit Schrift-
figuren der Art "300 Flaschen" rechnen zu diirfen, muflte die Mengen als «Z&hlgroen» oder als

«Quantitdtseigenschaften» “interpretieren’, versperrte sich damit aber nicht nur selber den Weg
zur zutreffenden Einsicht, sondern wurde auch zu seltsamen Formulierungen gezwungen. So
schrieb zum Beispiel Rohrl: «Auch ist es in vielen Situationen des tdglichen Lebens unbestreit-
bar bequem, Gleichungen zu schreiben der Art

4 Zylinder , 300 cm® _ 1200 cm®

Motor Zylinder Motor

Niemand kann jedoch ernsthaft erwédgen, Groflen mit der Einheit "Zylinder" oder "Motor" zu
Basisgrofen des physikalischen Einheitensystems zu machen» /27/.

Rohrt mochte also mit Ausdriicken der Art "4 Zylinder" rechnen, meint aber zu Recht, dal man
ein Zeichen der Art "4 Zylinder" nicht als ein Zeichen fiir eine physikalische Grofe (oder gar
fiir eine Basisgrof3e) behandeln konne. Er findet keinen Ausweg aus diesem Dilemma. - Hétte
er sich nicht bemiiht, das Rechnen mit solchen Zeichen als ein Rechnen mit physikalischen Gro-

Ben zu “interpretieren’, und hétte er statt dessen nur gefragt, ob man mit solchen Zeichen (wenn
auch nicht im Rahmen des physikalischen GroéBenkalkiils) nicht ebenfalls einfach rechnen diir-
fe, wire er nicht in diese Klemme geraten.

Die Praxis zeigt, dal man mit Mengen (ebenso wie mit Werten) rechnen kann, und zwar pro-
blemlos, wihrend beim Rechnen mit physikalischen Groflen bestimmte Schwierigkeiten zu
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iiberwinden sind: Es ist nicht nur aus meftechnischen Griinden nicht mdglich, jede Urgrof3e als
UrgroBe zu messen; es ist auch aus mathematischen Griinden nicht moglich, in Rechnungen nur
mit Zeichen fiir UrgréBen einzugehen; der Kalkiil wére nicht zu handhaben (Teil 1). Nur dieser
meB- und rechentechnischen Schwierigkeiten wegen war es erforderlich, fiir das Rechnen mit
AusmaBgroBen einen besonderen Kalkiil (eben den sogenannten GroBenkalkiil) zu entwickeln.
Dieser macht das Umgehen mit physikalischen Gréfen dadurch praktikabel, dal man viele (ge-
nau: die meisten) GroBen nicht als Urgrof3en behandelt, sondern nur einige wenige (als "Basis-
groflen eines Groflensystems" bezeichnete), und dafl man nur Zeichen fiir diese Basisgréf3en so-
wie Zeichen fiir Potenzprodukte von Basisgro3en in die Rechnungen einsetzt und alle anderen
UrgroBBen durch «abgeleitete Groen des Grofensystemsy ersetzt (Teil 1).

Im Gegensatz zu der Notwendigkeit, verschiedenartige physikalische GroB3en auf verschieden-
artige Weisen zu messen, und der Schwierigkeit, dabei auf Grenzen der MeBbarkeit zu stof3en,
werden die Mengen aller Arten auf die gleiche Weise gezihlt. Und wihrend das Festlegen von
prazisen MefBeinheiten eine schwierige wissenschaftlich-technische Aufgabe ist, an der viele
nationale und internationale Gremien arbeiten, ist ein ausdriickliches Festlegen von (verschie-
denartigen) Bezugsmengen nicht erforderlich: Die Bezugsmenge jeder Menge ist die jeweilige
Einermenge, also die Teilmenge, die nur aus einem einzigen Element besteht. Mit der Mengen-
angabe "4 Zylinder" ist schon mit angegeben, da3 die zur Zdhlung verwendete Bezugsmenge
die Menge "1 Zylinder" ist. - Wihrend man beim Messen eines Ausmalles, zum Beispiel der
Masse eines Steins, die beispielsweise 5 kg sein soll, dieses Ausmal nur durch Vergleich mit
dem gleichartigen Ausmal} eines Etalons intersubjektiv verstindlich beschreiben kann (Der
Stein ist 5-mal so schwer wie das Urkilogramm-Stiick), man bei der Beschreibung der Masse

des Steins also ein (denn Stein ‘fremdes’) Etalonausnnall verwenden, also gewissermafBen von
auflen her an den Stein ‘herantragen’ muB, hat jede Menge ihre Bezugsmenge sozusagen immer
‘bei sich'.

Es gibt so viele verschiedenartige Mengen, wie es verschiedenartige Mengenelemente gibt:
Mengen von Motoren, von Bierflaschen, von Wassertropfen, von Schwefelkristallen, von S-
Atomen, von Sg-Molekiilen, von Einwohnern, von Telefonanschliissen, von Glockenschlédgen,

von Umdrehungen, von Schwingungen, von Bindrentscheidungen, von Begriffen, ....

Eben weil jede Mengenangabe (und jede Wertangabe) die Angabe der Bezugsmenge (des Be-
zugswertes) mit enthilt, bereitet das Rechnen mit Mengen (und Werten) - im Gegensatz zu dem
mit physikalischen GroBen - keine Schwierigkeiten.

Auch in den Angaben von BasisgroBen [m(1) =5 kg] wird die Bezugsgrdof3e in eindeutiger Wei-
se mit angegeben. Bei Ersatzgrofen [ (1) =5 Nm; M(1) =5 Nm] ist die mit angegebene Ersatz-
BezugsgroBe (1 Nm) nur den Ersatzgroflen, nicht aber den mit diesen gemeinten Urgrofen (Ar-

beit W'; Drehmoment M) eindeutig zugeordnet. Eben deshalb gibt es Schwierigkeiten, die nur
durch die im ersten Teil herausgestellten pragmatischen Malnahmen gemeistert werden.

Da jede Menge als diejenige Menge gezéhlt wird, die sie ist, besteht keine Notwendigkeit, die

Mengen entsprechend den GréBen in ‘Basismengen’ und “abgeleitete Mengen' einzuteilen oder
gar - was Rohrl selber fiir unmoglich hélt - Einermengen von Zylindern und von Motoren zu
«Basisgroflen eines physikalischen Einheitensystems» zu machen.

Es scheint, als wére man in der Euphorie iiber die Leistungsfahigkeit des Groenkalkiils in ei-
genartiger Weise liber das Ziel hinausgeschossen: Man freute sich anscheinend nicht nur dar-
iiber, daBB man mit physikalischen Groen dank des GroBenkalkiils ebenfalls mathematisch ein-
wandfrei rechnen kann, sondern schien allméhlich auch zu der Meinung gekommen zu sein, dafl
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man nur mit physikalischen GréB3en rechnen diirfe. Das mit Erfolg praktizierte Rechnen mit
Mengen scheint im Verlauf der Zeit fiir viele immer suspekter geworden zu sein, bis man in der
GroBenlehre anscheinend meinte, dal das Rechnen nnit Mengen nicht erlaubt beziehungsweise
erst als zuldssig nachzuweisen sei. - So kommt zum Beispiel Hilmar Wohner in einer sonst
griindlichen Untersuchung zu dem lapidaren Schlu3, «daB} die Frage, ob die Teilchenmenge in
einer Grofengleichung vorkommen konne, zu verneinen ist» /42/.

Wohner spricht in dem damaligen Streit um das sogenannte Mol von "Teilchenmenge" und
meint mit diesem Wort durchaus eine Menge von Teilchen in der hier gemeinten Bedeutung und
nicht die GroBe, die in der damaligen Diskussion ebenfalls als "Teilchenmenge" bezeichnet
wurde und die heute "Stoffmenge" genannt wird.

Die Aussage Wohners hitte zu weniger MiB3verstidndnissen (auch in Wohners eigenem Denken)
gefiihrt, wenn sie ergéinzt worden wire: Die Aussage, da3 eine Menge nicht in einer Gréfen-
gleichung vorkommen diirfe, besagt nicht, dal man mit Mengen iiberhaupt nicht rechnen diirfe:
Man kann mit den (auBlerhalb des Zustindigkeitsbereichs des physikalischen Gréfenkalkiils
stehenden) Mengen nicht nur rechnen (was seit jeher geschieht); man darf es auch.

6.3.2. Als ‘Argument’ gegen das Rechnen mit Mengen wird oft vorgebracht, dafl man mit «Din-
geny nicht in eine Rechnung eingehen konne, weil jedes Ding einzig und folglich nie mit einem
anderen Ding identisch ist; es kann deshalb auch nicht in einer Gleichung mit einem anderen
Ding gleichgesetzt werden; mathematische Gleichungen sind nur zwischen Eigenschaften und

Relationen moglich, da nur diese identisch gleich sein konnen. Bei diesem *Argument’ {ibersah
man, dal ein Name, der auf eine reale Sache hinweist, auch einen Begriff bedeutet, und dal3 es
fiir alle unter den gleichen Begriff fallenden realen Sachen nur einen einzigen Begriff gibt. Das

‘Argument’ geht also am wesentlichen Sachverhalt vorbei: Fiir das Rechnen mit Zeichen (und
Begriffen) fiir Mengen ist nicht von Belang, da3 ein Zeichen der Art "5 Flaschen" auf ein reales
Kollektiv hinweist und dafl wir mit einem realen Kollektiv nicht in eine Gleichung eingehen
konnen; das ist trivial; wesentlich ist, daf} ein Zeichen, das eine Sache meint, auch als Zeichen
fiir denjenigen Begriff fungiert, zu dem wir die realen Sachen idealisieren, und dal3 ein Zeichen
der Art "5 Flaschen" in eine mathematische Gleichung nur in seiner Funktion als Zeichen fiir
einen (mit sich selbst identischen) Begriff eingeht. Mit der Groe "5 m" kann man nicht deshalb
rechnen, weil es eine meflbare Eigenschaft (und nicht eine Sache) bezeichnet, sondern weil alle
Angaben "5 m" identisch sind. In entsprechender Weise kann man mit Zeichen fiir Mengen
rechnen, weil zum Beispiel alle Angaben "5 Flaschen" identisch sind. Der umgekehrte Schluf,
daB man mit dieser Angabe nicht rechnen diirfe, weil 5 Flaschen 5 Dinge und nicht eine Eigen-
schaft seien, verfehlt den wesentlichen Sachverhalt: Fiir die Frage des Rechnens ist - wie schon
gesagt - allein von Belang, dal Mengen (und Werte) ebenso wie die physikalischen Gréfen
quantifizierbar sind.

6.3.3. Die hier vertretene Auffassung, dal3 eine Schriftfigur der Art "5 Flaschen" keine Eigen-
schaft und damit auch keine physikalische Grof3e bezeichne, impliziert, daf3 sie auch keine «dis-
krete Grofle» und keine «ZahlgroBe» bezeichnet. Und da sie keine Anzahl bezeichnet, bezeich-
net sie auch keine «Anzahlarty. - Gegen das letzte Wort spricht nicht nur, da3 es mit dem (fiir
den hier gemeinten Begriff) als ungeeignet bezeichneten Wort "Anzahl" zusammengesetzt ist,
sondern auch das, was ich im Teil 1 zum Wort "GroBenart" gesagt habe. Es gibt verschiedenar-
tige Mengen (5 Flaschen, 5 Umdrehungen) und auch verschieden grof3e (verschiedenzahlige)
Mengen (5 Flaschen, 10 Flaschen); aber es gibt nicht verschiedenartige Anzahlen (verschiedene
«Anzahlarten»), sondern nur verschieden gro3e Anzahlen.

6.4. Weitere semantische Anmerkungen
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Komparable.
Die Grofle einer Komparablen.
Ausmalf}, Wert, Anzahl

Die Quantifikablen (Zahlen, Mensurablen, Numerablen und Attribuablen) konnen verschieden
grof} sein und hinsichtlich ihrer Grof3e miteinander verglichen werden: 5> 3,3 m <5 m, 3 DM
=300 DPf. Sie sind also vergleichbar (komparabel) und kénnen deshalb auch als "Komparable"
bezeichnet werden.

Ein Vergleichen ist bei Mensurablen nur méglich, wenn diese von gleicher Art sind; eine Schriftfigur
der Art "5 kg > 3 m" ist sinnlos. Zahlen und Werte sind hinsichtlich eines GroBenvergleichs immer von
jeweils gleicher Art: 5 > 3, w(Sache 1) = w(Sache 2), 5 DM < 5 US-$. Gleichartige Mengen konnen
hinsichtlich ihrer Grofe ebenfalls problemlos miteinander verglichen werden: 5 Flaschen > 3 Flaschen
(Die Menge "5 Flaschen" ist grof3er als die Menge "3 Flaschen"; 5 Flaschen sind mehr [Flaschen] als 3
Flaschen). Bei verschiedenartigen Mengen wirkt ein unmittelbarer Vergleich (5 Flaschen sind mehr als
3 Apfel) mindestens seltsam. Man sollte deshalb beim Vergleichen solcher Mengen zu deren Anzahl
iibergehen: Die Anzahl der Flaschenmenge 1 ist groBer als die (Anzahl) der Apfelmenge 2.

Der vorstehend verwendete Name "Grof3e" hat nicht die Bedeutung "physikalische Grofe", son-

dern die Bedeutung "GroBe einer physikalischen ‘Grofe™". Wird an Stelle des Namens "physi-
kalische GroBe" der Name "Mensurable" oder - in umfassenderer Bedeutung - der Name "Kom-
parable" verwendet, kann das Wort "Gro3e" in der Kalkiilsprache in einer einzigen Bedeutung
benutzt werden, und zwar in der, in der es auch in der Alltagssprache benutzt wird: "GrofB3e einer
Mensurablen", "Grofe einer Komparablen". Der letzte Name ist Obername zu den Namen

* ,,Ausmal einer Mensurablen",

* ,,Anzahl einer Menge (Numerablen)",
» ,,GroBe einer Zahl" und

» ,,GrofBle eines Wertes".

Fiir die GroB3e von Zahlen sollte nicht das Wort "Zahlenwert" verwendet werden, weil das Wort "Wert"
in der Kalkiilsprache nur in einer einzigen, und zwar in seiner wirtschaftlich-finanziellen Bedeutung be-
nutzt werden sollte. - Bei den hier gemeinten Werten wird oft von deren "Hohe" gesprochen. Auch dieses
Wort sollte in der Kalkiilsprache vermieden werden, und zwar der semantischen Konstanz wegen. - Es
ist zu wiinschen, daf3 fiir die Namen "Gro8e einer Zahl" und "Gro6Be eines Wertes" noch eigene (den Na-
men "AusmalB" und "Anzahl" entsprechende) Namen gefunden werden.

Wir unterscheiden bei den Komparablen also begrifflich-abstrakt deren Art und deren Grofe,
also die Eigenschaft als solche, zum Beispiel die Lange, und deren jeweils bestimmtes Ausmal,
zum Beispiel 5 m.

Das Reden sowohl von "Komparablen" wie auch von "Gréfen von Komparablen" braucht nicht
zu irritieren. - Ebenso wie man nicht nur iiber Sachen reden kann (Die Strecke 1 ist 3 m lang),
sondern auch {iber die komparablen (und anderen) Eigenschaften der Sachen (Die Lénge der
Strecke 1 ist 3 m), kann man bei komparablen Eigenschaften auch noch tiber deren GroB3e reden
(Die GroBle [Das Ausmal3] der Lange der Strecke 1 ist 3 m). Von sachlicher Bedeutung ist allein
die Aussage tiber die Sache. Die Aussagen iiber die komparablen Eigenschaften und deren Gro-
Ben, die den wesentlichen Aussagenteil "3 m" in gleicher Weise enthalten wie die Sachaussage,
machen lediglich die Eigenschaften als solche beziehungsweise deren Gro3en zum grammati-
schen Subjekt einer Aussage und lenken damit die Aufmerksamkeit unmittelbar auf die Eigen-
schaften beziehungsweise deren Groflen.

Das Wort "Grof3e" in seiner Bedeutung "Grof3e einer Komparablen" ist in der Kalkiilsprache
noch unentbehrlich, geniigt aber - da es das Kleinsein mit umfafit und da es deshalb auch kleine
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GrofBen gibt - nicht den Anforderungen einer rationalen Fachsprache.

Das pseudopolare Gegensatzpaar "grofl/klein" kann zwar mit Hilfe des grammatischen Steigerungspaa-
res "groBer/kleiner" und zusétzlicher Worter (,,sehr [groB]", "winzig [klein]") sprachlich zu einem Ver-
gleichsweise-grof3-Sein und Vergleichsweise-klein-Sein relativiert werden; dadurch wird aber die (fach-
sprachliche) Irrationalitét des Substantivs "GroBe" (an dessen Stelle mit gleichem Recht das Substantiv
"Kleine" verwendet werden konnte) nicht aufgehoben. - Fiir die Fachsprache bleibt deshalb das Deside-
rat, auch fiir den Namen "GroBe" in der hier allein zur Benutzung empfohlenen Bedeutung - und ebenso
fiir Namen wie "Léange" oder "Geschwindigkeit" - Namen zu finden, die sprachlich nicht einem der bei-
den Pseudopole (groB, lang, geschwind) zugeordnet sind, aber fiir alle GroBen bis hin zum anderen Pseu-
dopol (klein, kurz, langsam) gelten sollen. - Wie ein solches Desiderat erfiillt werden kann, wurde am
Beispiel des Ubergangs vom pseudopolaren Wortpaar "Fettreichtum/Fettarmut" zum Namen "Fettge-
halt" beschrieben (Teil 2, Unterabschnitt 12.4).

6.5. Anmerkungen zum Rechnen mit Mengen

(1) Ich symbolisiere die Mengen in gleicher Weise wie Ausmalle (und Werte) mit einem kursiv
geschriebenen Antiquabuchstaben, und zwar mit "n".

Dieser Buchstabe wird nach giiltigen Normen fiir die sogenannte Stoffmenge benutzt. - Diese ist - wie
im Abschnitt 8 noch zu besprechen sein wird - ein nicht bendtigtes und hoffentlich bald wegfallendes
Konstrukt.

Die sich im Deutschen fiir die Menge zunéchst anbietenden Symbole "M" und "m" sind fiir das
Drehmoment beziehungsweise fiir die Masse vergeben; und das Symbol "N" (von numerus)
verwende ich fiir die erst im folgenden Abschnitt in die Betrachtung einzubeziehende Anzahl.

Mit dem Symbol "n" kénnen wir die folgenden (noch unzureichend formulierten) Gleichungen
schreiben:

(6.6) " n (Schwefelkristall 1) =6 » 102* Sg-Molekiile’,

(6.7)  ‘n(Schwefelkristall 1) =48 « 10> S-Atome'.
Diese entsprechen formal den Gleichungen

(6.8)  m (Schwefelkristall 1) =256 g und

(6.9)  w (Schwefelkristall 1) =a DM.

Die Gleichungen 6.6 und 6.7 stehen zwischen Unkorrektheitszeichen, weil in ihnen fiir zwei
verschiedenartige Mengen, ndmlich fiir eine Sg- Menge und fiir eine S-Menge, ein und dasselbe

Formelzeichen verwendet wird, ndmlich "n". - Eine prizise Darstellung des gemeinten Sachver-
halts ist nur mit Hilfe von Formelzeichen mdglich, wie sie im ersten Teil dieser Untersuchung
behelfsweise zum Beispiel fiir die Gleitgeschwindigkeit "vg" (im Gegensatz zu andersartigen

Geschwindigkeiten, wie der Reaktionsgeschwindigkeit "vg") benutzt wurden. (Korrekt wére

die Verwendung verschiedener Buchstaben fiir die verschiedenartigen GroB3en, wéhrend die
Verwendung verschiedener Indizes an ein und demselben Grofenzeichen nur ein Behelf ist.)
Der Index "G" im Symbol "vg" ist Bestandteil des Grof3ensymbols und fungiert nicht als Index,

der auf eine Sache hinweist, die die angegebene Geschwindigkeit hat; das tut erst ein hinter das
Symbol "vg" gesetzter (tatsdchlicher) Sachindex:

(6.10) vg(1)=3 m/s.

Ebenso wie man schon vor der Formulierung dieser Gleichung weil3, dal von einer Gleitge-
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schwindigkeit (und nicht zum Beispiel von einer Reaktionsgeschwindigkeit) gesprochen wird,
weill man auch schon vor der Formulierung der Gleichungen 6.6 und 6.7, ob von einer Sg-Men-

ge oder von einer (andersartigen) S-Menge gesprochen wird. Deshalb ist man auch in der Lage,
an Stelle dieser Gleichungen zutreffend formuliert zu schreiben:

(6.11)  ng (Schwefelkristall 1) =6 « 10?3 Sg-Molekiile,

(6.12)  ng (Schwefelkristall 1) =48 » 10?*> S-Atome.

Erst diese Gleichungen, in denen "Sg" und "S" Bestandteile des Mengensymbols sind, entspre-
chen den korrekten Wortgleichungen "Die (ideale) Sg-Menge zu der der (reale) Schwefelkristall
1 idealisiert ist, ist 6 * 102 Sg-Molekiile" und "Die (ideale) S-Menge, zu der der (reale) Schwe-
felkristall 1 idealisiert ist, ist 48 * 10%> S-Atome".

(2) Die Gleichungen 6.11 und 6.12 zeigen auch, dafl wir eine Menge in gleicher Weise als ein
Zweifaktorenprodukt darstellen,

(6.13) Menge = Mengenfaktor mal Bezugsmenge,
wie eine AusmalB- oder eine Wertgrof3e:

(6.14)  Ausmall = Ausmalfaktor mal Bezugsausmal,
(6.15) Wert = Wertfaktor mal Bezugswert.

Es sollte nicht {ibersehen werden, daB in der Gleichung 6.13 die Anzahl in formal gleicher Wei-
se als eine Malzahl (Multiplikationszahl) fungiert wie der AusmaR- beziechungsweise Wertfak-
tor in den Gleichungen 6.14 und 6.15. Das belegt noch einmal, da3 wir mit einer Menge in for-
mal gleicher Weise wie mit einem Ausmall oder einem Wert rechnen kénnen und diirfen.

(3) Die bisherigen Ausfiihrungen rdumen vielleicht immer noch nicht die Bedenken aus, die ge-
gen das Rechnen mit Mengen vorgebracht werden konnen. Selbst wer anerkennt,

 daB man gleichartige Mengen addieren kann (6.1),

+ dafl man Mengen in (gleichzahlige) Teilmengen einteilen kann,

(6.16) 72 Flaschen _
24 Flaschen

72 Flaschen eingeteilt in Teilmengen zu je 24 Flaschen ergibt 3 (gleichzahlige) Teilmengen,
und dall man Mengen auf andersartige Mengen aufteilen kann,

(6.17) 72 Flaschen _ , , Flaschen
3 Kasten Kasten

72 Flaschen (gleichzahlig) aufgeteilt auf 3 Késten ergibt 24 Flaschen je Kasten,

kann noch der Meinung sein, dafl man mit Mengen nicht in eine Multiplikation eingehen konne.
Was sollte zum Beispiel das Produkt einer Menge und eines AusmalBes sein (beispielsweise das
Produkt "12 000 Einwohner mal 7 Tage[sdauern]" in der Gleichung 6.19) oder gar das Produkt
zweier Mengen? - Zu dieser Frage sind eine grundsétzliche (3.1) und eine die Rechenpraxis be-
treffende Anmerkung (3.2) zu machen.

(3.1) Man kann nicht nur mit Mengen, sondern auch mit Ausmaf3en und Werten nicht wirklich
multiplizieren. - Wie im Teil 1 ausfiihrlich besprochen wurde, kann man zum Beispiel auch eine
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Kraft nicht mit einer Linge multiplizieren: Weder die Schriftfigur "F « /" noch die Schriftfigur
"5 N +3 m" sind Anweisungen fiir Operationen, die man tatsdchlich durchfiihren kdnnte. Diese
Produkte sind Konstrukte, die sich bei der Auswertung von MeBergebnissen (nur) mathema-
tisch ergeben und die physikalisch zu interpretieren sind - und zwar oft in unterschiedlicher
Weise, so in dem eben genannten Beispiel als Ersatzgrofe fiir die UrgroBe "Arbeit" und als Er-
satzgrof3e fiir die Urgrofle "Drehmoment". Aber man kann sowohl mit diesen Produkten wie
auch mit deren Faktoren algebraisch weiter rechnen. Eine der wesentlichen Leistungen des Gro-
Benkalkiils besteht ja gerade in dem Nachweis, dal man das kann und darf. Wir haben lediglich
verlernt, uns iiber das Multiplizieren mit Zeichen fiir Ausmal3e zu verwundern, und meinen nun,
daBl man (beispielsweise) die Kraft "5 N" mit der Lange "3 m" multiplizieren konne, dal3 das
Ergebnis dieser Multiplikation das Ausmal} "15 Nm" sei und daf3 schlieBlich die Schriftfigur
"15 Nm" das Ausmal} einer Arbeit oder eines Drehmoments (und nicht das AusmalR einer Er-
satzgrofe fiir eine der beiden Urgrofen) darstelle. - Wer bezweifeln wollte, daB man mit Men-
gen rechnen diirfe, miiite auch das Rechnen mit physikalischen Grofen grundsétzlich in Frage
stellen.

(3.2) In der Praxis tritt ein Mengenzeichen als Faktor im allgemeinen nur auf, wenn ein Dop-
pelquotient (mit einem Quotienten im Zdhler) mathematisch formal in einen einfachen Quoti-
enten (mit einem Produkt im Nenner) umgeformt wird, zum Beispiel in der folgenden Glei-
chungskette:

) E
ng

(6.18) v(W)=—F5—= g
v(W): ‘Wasserverbrauch' [auf eine Einwohnermenge "n," und eine Dauer "f" bezogenesVolu-
men "V(W)" einer Wasserportion].

Mit dieser Kette von Definitionsgleichungen ergibt sich zum Beispiel die folgende Kette von
Bestimmungsgleichungen:

20160 0001 20160 0001
(6.19) 12 000 Einwohne? Tage(sdauern) 20160 000 1
Tage(sdauern) 12 000 EinwohnerZ 00U Einwohmerlage(sdauei
= 2401
Einwohneilage(sdauer)

Das (schon frither erwdhnte) Produkt "12 000 Einwohner mal 7 Tage(sdauern)" ist also in der
Tat nicht eine Vorschrift, eine Menge mit einer Dauer zu multiplizieren, sondern ein bei der
Umformung eines Doppelquotienten (der als solcher dem Verstindnis keine Schwierigkeiten
bereitet) in einen einfachen Quotienten sich nur mathematisch-formal ergebendes Produkt.

Bei der Umkehrung der Aufgabe, also bei der Berechnung des Volumens der Wasserportion aus
dem Wasserverbrauch, der Personenmenge und der Dauer, bereitet die erforderliche Multipli-
kation ebenfalls keine Schwierigkeiten:

(6.20) M(W);= _tsmwofléltaoei'lage(sdauerﬁ) 12 000 Einwohner Tage(sdauern) = 20 160 000 1

Angaben der Art "240 1/(Einwohner mal Tag)" oder "1200 ml/Motor" werden in der Praxis be-
ndtigt und auch gennacht - allerdings von Personen, die meinen, dal man mit Zeichen fiir Men-

gen “eigentlich’ nicht in eine «GroBengleichungy eingehen diirfe, nur mit einenn schlechten Ge-
wissen. Solche Skrupel sind unangebracht.

(4) Um nicht nur von dinglichen Mengen zu sprechen, sei daran erinnert, daf3 es auch nicht ding-
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liche Mengen gibt, zum Beispiel die Mengen von Umdrehungen, Schwingungen oder Bindrent-
scheidungen. Auch solche Mengen kdnnen mit Ausmalen zu rechenbaren Ausdriicken zusam-
mengefalit werden, zum Beispiel die Umdrehungsmenge "n," und die Drehdauer "c" zur Um-

drehungsgeschwindigkeit "v,"
(6.21) v, =n,/ t (ErsatzgroBendefinition),
(6.22) v,y(1) =500 Umdrehungen / 10 Minuten = 50 U/min (Bestimmungsgleichung),

oder die Schwingungsmenge "ng" und die Schwingungsdauer "t" zur Frequenz (Schwingungs-
geschwindigkeit) "f:

(6.23) f=ng/t
(6.24) f(1) =150 Schwingungen / 3 Sekunden = 50 S/s = 50 Hertz (50 Hz).

Mit der Zulassung von Gleichungen der Art 6.21 konnte der von Technikern wiederholt geédu-
Berte (und von GroBentheoretikern ebenso oft abgelehnte) Wunsch erfiillt werden, auch Einhei-
ten der Art "1 U/min" zuzulassen. Dal} dieser Wunsch nie erfiillt wurde, ist nur durch die An-
nahme zu verstehen, da3 die GroBentheoretiker die Mengen (zu Recht) nicht als physikalische
GrofBen anerkannten, aulerdem aber (zu Unrecht) meinten, dal man nur mit GroBBengleichun-
gen rechnen diirfe, also nicht bedachten, da3 das GroBenrechnen nicht das einzige algebraische
Rechnen ist.

Entsprechend giinstig wiirde sich die Zulassung des Mengen-Groflen-Kombinats "Schwin-
gungsmenge/Dauer" auf das Problem "Frequenz f/Kreisfrequenz w" mit der unverstindlichen
Umrechnungsbeziehung

(6.25) w=2n-ef
auswirken.

Da w und f durch die Zahl "2n" verkniipft sind, miiten sie GroBen der gleichen Art sein; da man sie
nicht «physikalisch sinnvoll» addieren beziehungsweise in einer Vergleichsrelation vergleichen kann,
miiBiten sie Grofen verschiedener Art sein (Teil 1).

(5) Da fiir das Volumen, das eine Gasportion beansprucht, und fiir den Druck, den sie auf die
Begrenzungswinde ausiibt, nur die volumenbezogene Anzahl des gasigen Aggregats und des-
sen Thermie von Belang sind, nicht aber die Art der Molekiile (einschlieBlich der ‘einatomigen
Molekiile' der Edelgase), kann das Gasgesetz auch fiir Molekiilmengen (und nicht nur fiir An-
zahlen von Molekiilmengen) formuliert werden:

(6.26) peV=Fk*eneT.

Die Molekiilmenge "n" konnte in der Mengeneinheit "1 Molekiil" oder in der Mengeneinheit
"6+ 1023 Molekiile" angegeben werden.

Warum die Zahl "6 102" eine so grofe Rolle spielt und wie man diese Zahl bestimmt, wird im
Abschnitt 8 noch besprochen werden.

Wiirde die Einheit "1 Molekiil" verwendet, wiirde die Konstante "k*" zweckmifBigerweise in
der Form

(6.27) k*=1,38+10%J/ (K * Molekiil)



17

023

angegeben. Wiirde die Mengeneinheit "6,02 « 10“° Molekiile" verwendet, wire die Konstante

"k*" zweckmaifBigerweise in der Form

(6.28) k*=8,31J/(K » 6,02 * 10> Molekiile)

anzugeben. - Die Konstante "k*" in 6.27 ist mit der Konstanten "k*" in 6.28 identisch:

(6.29) 1,38 « 1023 J/(K * Molekiil) = 8,31 J/(K * 6,02 * 10*> Molekiile).

Da das Rechnen mit Henadenmengen nicht in den Blick gekommen war (und da bei anderen
Rechnungen oft verschiedenartige, also nicht addierbare Mengen zusammenzufassen sind),
rechnete und rechnet man im allgemeinen nicht mit 6.26, sondern mit einer Beziehung, die mit
Hilfe der (im folgenden Abschnitt in die Betrachtung einzubeziehenden) Anzahlen von Hena-
denmengen oder mit Hilfe der Stoffmenge formuliert wird.

(6) Wenn verschiedenartige Mengen zu einer Gesamtmenge zusammenzufassen sind,
(6.30) 5 Bierflaschen o 3 Weinflaschen => 8 Flaschen,

kann das nicht als eine mathematische Addition beschrieben werden,

(6.31) © 5 Bierflaschen + 3 Weinflaschen = 8 Flaschen’,
weil man verschiedenartige Mengen (verschieden «benannte Zahlen») nicht addieren kann.

Eine mathematisch korrekte Beschreibung einer solchen Zusammenfassung ist (nur) auf zwei
Weisen moglich.

(6.1) Die Elemente der Teilmengen (Bierflaschen, Weinflaschen) werden durch Mengen eines
hoheren Abstraktionsgrades (Flaschen) ersetzt;

(6.32) 5 Bierflaschen => 5 Flaschen,

(6.33) 3 Weinflaschen => 3 Flaschen,

und die so erhaltenen Mengen des hoheren Abstraktionsgrades werden addiert:
(6.34) 5 Flaschen + 3 Flaschen = 8 Flaschen.

Die Art der beiden Anfangsmengen geht bei diesem Verfahren notwendig verloren.

(6.2) Soll die Art der Anfangsmengen aus bestimmten Griinden (aber) erkennbar bleiben (siehe
hierzu den folgenden Abschnitt), konnen (nicht die Mengen, sondern nur) die Anzahlen "N" der
verschiedenartigen Mengen addiert werden:

(6.35) N(B-M 1) + N(W-M 2) = N(F-M 3):

Die Anzahl der Bierflaschenmenge und die Anzahl der Weinflaschenmenge ist gleich der An-
zahl der Flaschenmenge:

(6.36) 5+3=8.

Diese Ausfiihrungen zeigen, dall man nicht zu dem zuriickgehen darf, was man iiblicherweise
als "Zahlenwertrechnen" bezeichnet; beim algebraischen Zeichen "N" ist vielmehr mit Hilfe ei-
nes Index' prizise zu kennzeichnen, von welchen Mengen die Anzahlen angegeben sind. Nur
eine Gleichung der Art 6.35 enthélt alle Informationen, die auch eine (vollstindig formulierte)
GroBengleichung gibt:
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(6.37)  m(B-M 1) + m(W-M 2) = m(F-M 3),
(6.38) akg+bkg=(a+b)ke.

6.6. Ausmalle und Werte als Quasimengen

6.6.1. Rohrl wollte mit seiner Aussage, dal Mengen in der hier gemeinten Bedeutung «Quanti-
tatseigenschaften» seien, offenbar alles das unter einem gemeinsamen Namen zusammenfas-
sen, was in den vermeintlichen GroBenkalkiil (in Wahrheit also in den algebraischen Kalkiil)
eingehen kann. Sein Versuch taugt aber nicht: Der Name "Quantitédtseigenschaft" ist als Ober-
name (auch) fiir Mengen ungeeignet, da Mengen keine (quantitativ erfaBbaren) Eigenschaften,
sondern (quantitativ erfalbare) Sachen (also nicht Quantititen, sondern Quantifikable) sind.

Weitgehend unproblematisch wire dagegen die entgegengesetzte Interpretation, ndmlich die,
daB (nicht Mengen Eigenschaften, sondern dall umgekehrt) die Ausmafe (Quasi-)Mengen sei-
en, also die Interpretation, dal Ausmale, die KontinuumsgroBen sind, Quasi-Diskontinua seien.
Die Elemente dieser (Quasi-)Mengen wéren die jeweiligen Bezugsausmalle. - Wiirden wir eine
Grof3e als Menge interpretieren, konnten wir zum Beispiel sagen, daf3 eine Lédnge von 5 m eine
aus fiinf 1-Meter-Elementen bestehende Metermenge sei.

Die an die Stelle einer Lange (in der Bedeutung einer physikalischen GroBe) gesetzte Metermenge wére
keine ungeordnete, sondern eine in bestimmter Weise geordnete Menge: Die einzelnen 1-Meter-Elemen-
te lagen auf einer Geraden liickenlos aneinander.

Wer damit einverstanden sein kann, da3 man eine Lange von 5 m als eine aus fiinf 1-Meter-Ele-
menten bestehende Menge auffassen kann, wird vielleicht noch fragen, ob man auch die Lange
"4,987 m" als eine Menge betrachten kann: Die Anzahl einer Menge ist ja immer eine Ganzzahl.
Ein solches Bedenken wire leicht zu beheben. Wer die Angabe "4,987 m" zu Recht, also meB3-
technisch begriindet macht, hat diese Lange auf 1 mm genau gemessen; wenn er statt "4987
mm" "4,987 m" schreibt, ordnet er der Lénge nur eine andere Schriftfigur zu, dndert damit aber
nichts daran, dal3 er eine ganzzahlige Millimetermenge gemessen hat. Die in Rede stehende
Linge kann also nicht als eine ganzzahlige Metermenge, wohl aber als eine ganzzahlige Milli-
metermenge aufgefaBt werden. Beim Ubergehen zur Dezimalschreibweise wird lediglich der
Ausmalfaktor der Lange durch 1000 dividiert und die Bezugslinge mit 1000 multipliziert, die
Liange selbst also unveréndert gelassen. - Wenn jemand die Linge noch priziser und die Angabe
"4,9871 m" machen kann, hat er die Lange auf 1 Zehntausendstel-Meter genau bestimmt und
der Menge der Zehntausendstel-Meter lediglich die Schriftfigur "4,9871 m" zugeordnet. Die
Moglichkeit, eine GroBe als eine Menge aufzufassen, wird durch keine noch so weit getriebene
Verbesserung der sogenannten Mef3genauigkeit eingeschrankt.

Der Ubergang von einem Symbol der Art "4987 mm" zu einem Symbol der Art "4,987 m" kann aus ver-
schiedenen Griinden wiinschenswert sein:

*  Man mochte - wie weitgehend iiblich - mit Ausmaffaktoren arbeiten, die vor dem Dezimalkomma
eine Zahl zwischen 1 und 999 haben,

*  man mochte grundsitzlich nur SI-Einheiten verwenden, zu denen zum Beispiel die Einheit "1 m" ge-
hort, nicht aber die gesetzlich ebenfalls zugelassene Einheit "1 mm",

* man mdchte mehrere in unterschiedlich groBen Einheiten gemessene GroBen in einer Tabelle in ein
und derselben Einheit angeben.

An dieser Stelle ist auch darauf hinzuweisen, dal mit Namen der Art "Anzahl der Voltmenge"
(meistens zu "Voltzahl" verkiirzt) von vielen Lehrern im einfiihrenden Physikunterricht gear-
beitet wird. Diese Lehrer greifen also den Namen "Volt" auf, den die Schiiler im allgemeinen
schon aus aufBerschulischen Kontexten kennen, und verschieben auf diese Weise die Einfithrung
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des schwierigen Begriffs "elektrische Spannung" auf eine spétere Unterrichtsstelle. - Ein Name
wie "Voltzahl" sollte aber nicht verwendet werden, bevor geklart ist, dal er an Stelle des kor-
rekten Namens "Anzahl der Voltmenge" benutzt wird.

Das am Beispiel der Lénge fiir AusmalBe aller Arten Gesagte gilt auch fiir Werte: auch ein Geld-
wert von 5 DM kann als eine aus fiinf 1-DM-Elementen bestehende DM-Menge aufgefallt wer-
den.

Wiirden wir sowohl die origindren Mengen wie auch die als Quasimengen aufgefaliten Ausma-
Be und Werte unter dem Namen "Menge" zusammenfassen, konnten wir sagen, da3 auch der
Kalkiil fiir Ausmafle und Werte ein Mengenkalkiil sei.

Die Interpretation der Grof3en als Mengen wiirde das Rechnen mit GroBen in erhellender Weise
auf das urspriinglichere Rechnen mit Mengen zuriickfiihren, aber am tatséchlichen Rechnen
keine Anderungen erfordern.

Es trite sogar an die Stelle der Invarianz einer Grofle gegeniiber einem Einheitenwechsel (1 cm und 1 m
als GroBeneinheiten aufgefalit) die Invarianz einer Menge gegeniiber einem Elementenwechsel, sofern
- wie das bei den als Quasimengen aufgefaliten Gréfen der Fall ist - zwischen den verschiedenartigen,
aber doch "verwandten' Elementen eine bestimmte quantitative Beziehung besteht (100 cm =1 m; 1 cm
und 1 m als Bezugsmengen aufgefal3t).

6.6.2. Die Auffassung des Rechnens mit Grof3en als eines Rechnens mit Mengen konnte auch
verstdndlich machen, warum wir die Namen schon friiher eingefiihrter Bezugsgrofen ebenso
wie die Namen von Mengenelementen noch heute in die Mehrzahlform setzen (Stunde/ Stun-
den, Meile/Meilen, Krone/Kronen, ...), wihrend wir das bei spiter eingefiihrten Einheiten nicht
machen (1 Meter, 5 Meter; 1 Mark, 5 Mark, ...).

Friiher setzten viele Autoren, zum Beispiel auch Wilhelm Oswald, auch Einheitennamen in die
Pluralform, bei denen wir das heute nicht mehr machen («5 Grammey).

Diese Pluralbildung scheint darauf hinzuweisen, dal man die Gréen urspriinglich tatsdchlich
wie Mengen behandelte. - Darauf scheint auch unsere hartnackig weiter verwendete Sprechwei-
se "5 Meter je Sekunde" beziehungsweise "5 Meter pro Sekunde" (statt der normgeméflen
Sprechweise "5 Meter durch Sekunde") hinzuweisen. Die iibliche Sprechweise scheint nur bei
Mengen angebracht zu sein (,,24 Flaschen je Kiste", "5 Apfel pro Kind") und weist eben damit
darauf hin, da3 man urspriinglich wohl auch die Gréen als Mengen betrachtete.

Die Interpretation der Grofen als Mengen konnte auch auf eine ganz andere Frage eine Antwort finden
lassen. - Wahrend es fiir Mathematiker selbstverstdndlich ist, dal Zeichen der Art "Meter" und "m"
gleichbedeutend sind wie die Zeichen "1 Meter" und "1 m",

(6.39)m=1m,

tritt bei Kalkiilanwendern des 6fteren die Frage auf, ob die Zeichen dieser beiden Arten nicht doch Ver-
schiedenes bedeuten sollten. - In einem allgemeinen Mengenkalkiil kdnnte man tatsichlich festlegen,
daBl "m" das Zeichen eines Mengenelements sei und "1 m" das Zeichen fiir eine Einermenge, also fiir

eine aus einem einzigen Element "m" bestehende Menge. "5 m" wére dann das Zeichen fiir eine aus 5
Elementen "m" bestehende Menge und "5 ¢ 1 m" das Zeichen fiir 5 Mengen "1 m".

Zum Schluf} dieses Unterabschnitts sei noch an folgendes erinnert: Wirft das Rechnen mit Men-
gen Licht auf das Rechnen mit Gr6Ben, so erhellt auch umgekehrt das Rechnen mit Gréfen das
Rechnen mit Mengen. Seit der Kldrung, daB man auch Produkte von Grofen bilden kann (FL;
5N ¢ 3 m) und daB3 man mit diesen Produkten und deren Faktoren rechnen kann und darf (auch
wenn man die Produkte nicht wirklich ausmultiplizieren kann), braucht man keine Bedenken
mehr zu haben, auch Produkte von Mengen oder von Mengen und Mensurablen zu bilden und
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mit diesen und deren Faktoren zu rechnen.

6.7. Vorgangssymbole in der Chemie und in der Mathematik
6.7.1. ‘Reaktionsgleichungen’ der Art

(6.40)° 6 H, +3 0, =6 H,Or

sind keine mathematischen Gleichungen zwischen Mengen von Molekiilen oder - allgenneiner
ausgedriickt - zwischen Mengen von Henaden. In ihnen werden das Gleichheitszeichen und das
Pluszeichen in unzuldssiger Weise verwendet. - Die Schriftfigur 6.40 besagt in unzutreffender,
aber nicht zu leugnender Weise, da3 die Summe von 6 H,- Molekiilen und 3 O,-Molekiilen das

Gleiche sei wie 6 H,O-Molekiile. Die genannten Molekiile sind aber von verschiedener Art, so

daB weder die ‘Summe’ der 6 H,-Molekiile und der 3 O,-Molekiile gebildet noch diese ‘Summe’
den 6 H,O-Molekiilen gleich gesetzt werden kann. Und das gilt auch und wird sogar besonders

deutlich, wenn man den Namen hoheren Abstraktionsgrades "Henade" verwendet (siehe Unter-
abschnitt 6.5, Anmerkung 6.1). - Der Name "Reaktionsgleichung" 148t sich auch nicht dadurch
rechtfertigen, dal man - wie iiblich - sagt, daf auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens Sym-
bole fiir jeweils gleich viele Atome der jeweils gleichen Art stehen. Diese Aussage ist zwar
nicht falsch und hilft sogar beim Auffinden der zutreffenden Molekiilmengenanzahlen; sie ist
aber nicht das, was die Schriftfigur besagen soll, nimlich da3 6 H,- und 3 O,-Molekiile bei ei-

ner Synthesereaktion 6 H,O-Molekiile bilden. Die Schriftfigur soll einen Vorgang beschreiben
und ist nicht eine mathematische Gleichung, in der die ‘Summe" der Molekiile zweier verschie-

dener Arten den Molekiilen einer dritten Art gleich gesetzt werden soll. - Es sind deshalb zwei
Anderungen der Schrittfigur erforderlich.

(1) Das Gleichheitszeichen ist durch ein Zeichen zu ersetzen, das den Ablauf eines Vorgangs
zum Ausdruck bringt. Als ein solches biirgert sich seit einigen Jahrzehnten allméhlich der so-
genannte Reaktionspfeil ein:

(6.41) ‘6H,+30,=>6H,0"
6 H,-Molekiile und 3 O,-Molekiile bilden (bei einer chemischen) Reaktion 6 H,O-Molekiile.

(2) Das Pluszeichen ist ebenfalls durch ein anderes Zeichen zu ersetzen. Der Ausdruck "6 H, +
3 O," ist keine Anweisung, eine (mathematisch nicht mogliche) Addition durchzufiihren, son-
dern soll besagen, dafl 6 H,-Molekiile und 3 O,-Molekiile (unter Bildung von 6 H,O- Molekii-
len) miteinander reagieren. Das Pluszeichen in 6.40 und 6.41 ist kein Additionszeichen, sondern
symbolisiert ein aufzéhlendes "und". Dessen Aufgabe besteht darin, zwei (oder mehr) gramma-
tische Substantive zu einem einzigen grammatischen Subjekt (oder Objekt) zu verkniipfen:
6H,- und 3 O,-Molekiile bilden gemeinsam (zusammen) 6 H,0-Molekiile. Weder 6 H,-Mole-
kiile allein noch 3 O,- Molekiile allein bilden 6 H,O-Molekiile. "6 H, und 3 O," sind zusammen
ein einziges Subjekt.

In anderen Fillen verkniipft das aufzidhlende "und" (nicht zwei Substantive zu einem einzigen

Subjekt oder einem einzigen Objekt [[HgO => Hg + 0°], sondern) zwei Aussagen zu einer ein-
zigen Aussage, zum Beispiel in dem Satz "Der Rhein und die Weser flieBen in die Nordsee".
Das grammatische Priadikat "flieBen in die Nordsee" gilt (in der Singularform "fliet in die
Nordsee") sowohl fiir das grammatische Subjekt "der Rhein" (,,Der Rhein fliefit in die Nord-
see") wie auch fiir das Subjekt "die Weser" (,,Die Weser fliefit in die Nordsee"). Die Substantive



21

"der Rhein" und "die Weser" sind also nicht zusammen ein einziges Subjekt, sondern zwei von-
einander unabhingige Subjekte.

Als Zeichen fiir das aufzihlende "und" kann das allgemeinste Verkniipfungszeichen der Mathe-
matik (o) verwendet werden /31/:

(6.42) 6H,030,=>6H,0:
6 H,-Molekiile und 3 O,-Molekiile reagieren miteinander unter Bildung von 6 H,O-Molekiilen.

Statt des Kringelzeichens konnte man auch das Zeichen "&" verwenden, das sich aus dem la-
teinischen Wort "et" (fiir "und") entwickelt hat.

SchlieBlich ist noch zu sagen, daf3 die Schriftfigur 6.42 nicht als "Reaktionsgleichung", sondern
als "Reaktionssymbol" bezeichnet werden sollte. Sie symbolisiert einen Vorgang und nicht eine
mathematische Gleichheit.

Wihrend in der Chemie iiblicherweise gesagt wird, "H" sei ein Atomsymbol, "H,O" eine Mo-
lekiilformel und "2 H, + O, = 2 H,0" eine Reaktionsgleichung, sollte - da alle angefiihrten

Schriftfiguren Symbole sind - in allen Féllen auch das Wort "Symbol" benutzt und nur durch
kennzeichnende Attribute ergéinzt werden: "H" ist ein Atomsymbol, "H,O" ein Molekiilsymbol

und "2 H, o0 O, => 2 H,O" ein Reaktionssymbol.

6.7.2. DaB sich die Chemiker nicht bemiihen sollten, Vorgangsbeschreibungen zu ‘mathemati-

schen Gleichungen' hochzustilisieren, sondern daf3 umgekehrt auch im Mathematikunterricht
vorteilhaft mit Vorgangssymbolen gearbeitet werden kann, zeigen zum Beispiel Josef Lauter
und Emanuel Rohrl in /11/ an der folgenden Aufgabe: «Eine Marktfrau geht zum Markte mit
einem Korb voller Eier. Dem ersten Kunden verkauft sie die Hélfte ihrer Eier und noch ein Ei
dazu. Dem zweiten Kunden verkauft sie abermals die Halfte ihrer noch verbliebenen Eier und
ein Ei dazu. Dem dritten Kunden verkauft sie abermals die Hélfte ihrer Eier, die sie noch hat,
und ein Ei dazu. Nun hat sie noch 5 Eier librig. Wieviele Eier waren urspriinglich im Korb?» -
Solche Aufgaben wurden frither grundsétzlich auf eine Gleichung abgebildet. - Wenn die An-
zahl der urspriinglich vorhandenen Eiermenge mit ,,x" symbolisiert wird, kann - nicht ohne gro-
Be Konzentration - die zutreffende Gleichung gefunden werden

[x-(X+1)
x| 2
x-(%—&-l) 2
(6.43)  X-G +D-|—5—1]-

+1{=5

2

Ich verzichte darauf, diese Gleichung hier nach x aufzulésen, und emp fehle dem Leser, die L6-
sung selbst zu finden (x = 54). Dieser wird dann sehen, wie sehr man aufpassen muf}, um sich
beim Bearbeiten der Briiche und der Klammerausdriicke nicht mit den Vorzeichen zu ver- tun.
Vor allem aber kann er dann eindriicklich erleben, um wieviel ein facher man die Antwort auf
die gestellte Frage finden kann , wenn man die Aufgabe nicht auf eine Gleichung abbildet, son-
dern einen Vorgang formalisiert, das heif3t: durch eine Operationenfolge darstellt, zum Beispiel
auf die folgende Weise:

s OZ07050507050
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Zum Finden der Losung wird die Operationsfolge umgekehrt und werden die jeweiligen Teil-
16sungen in die Kreise (Korbe) eingetragen:

645 GD<=@Q)<=29<=B<=<=(O<®
2 41«2 4l .2 4]

Beim tatsdchlichen Rechnen brauchen selbstverstindlich nicht zwei Reihen von Kreisen ge-
zeichnet zu werden: Die Operationszeichen der Rechenschritte konnen unter die Pfeile des Vor-
gangssymbols 6.44 und die jeweiligen Teilergebnisse in die Kreise dieses Symbols geschrieben
werden.

Beim Aufstellen dieses Operationssymbols und beim Errechnen der Losung treten nicht anné-
hernd so groe (und frustrierende) Schwierigkeiten auf wie beim Aufstellen und Losen der
Gleichung 6.43. Beim Aufstellen des Vorgangsymbols behalten die Schiiler sowohl die der
Aufgabe zu Grunde liegende Handlung wie auch den Rechenvorgang klar vor Augen: Das Sym-
bol ist ja eine Abbildung des Eierverkaufs und auch eine Abbildung der Berechnung der ur-
spriinglichen Eiermenge.
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