14. Ebener Winkel und riumlicher Winkel.

Reelle Zahlen als Ersatzgrofen.

Die Winkel als Urgroflen und als Ersatzgrof3en.

GroBen der Rotationsmechanik und der Strahlungsphysik

14.1. Der ebene Winkel ist eine Eigenschaft, die ebenso problemlos wie die Lange als Urgrof3e
gemessen werden kann. Er kann phdnomenologisch als die Spreizweite p eines Schenkelpaares
(mit gemeinsamem Scheitel), also eines Zweibeins oder Dipoden bezeichnet werden. Das Zwei-
bein kann als fiir sich allein bestehend oder als Begrenzungslinie eines Zwickels betrachtet wer-
den (Bild 14.1).
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Bild 14.1. Ein Zweibein ist ein Schenkelpaar mit gemeinsamem Scheitel (1). Ein Zwickel ist das von ei-
nem Zweibein eingeschlossene Fldchenstiick (2).

Ich verwende den als Fachwort wohl ungewohnten Namen "Spreizweite", das von alltagssprachlichen
Ausdriicken (,,die Beine spreizen") her geldufig ist, um das gelegentlich gebrauchte Wort "Offnungswei-
te" frei zu haben zur Umschreibung des sogenannten Raumwinkels (siche Unterabschnitt 14.6).

Das geometrische Gebilde "Zweibein", das eine Sache ist und im allgemeinen als "Winkel" bezeichnet
wird, und seine mefBbare Eigenschaft "Spreizweite", die ebenfalls als "Winkel" bezeichnet wird, sind ter-
minologisch zu unterscheiden. Ich gebrauche deshalb im Folgenden das Wort "Winkel" nur in der Be-
deutung "Spreizweite".

Die Spreizweite kann zum Beispiel durch Auslegen des von den Zweibeinschenkeln einge-
schlossenen Zwickels mit WinkelmeBplatten gemessen werden (Bild 14.2).

WinkelmeBplatte

Bild 14.2. (Fingiertes) Auslegen eines Zwickels mit Winkelmefiplatten zur Bestimmung der Spreizweite
o+, zwischen den Zwickelschenkeln. - Es wdire nicht moglich, Mefplatten zu verwenden, die bis in die

Zwickelspitze reichen, da die Platten an den Spitzen nicht beliebig weit *ausgediinnt” werden kénnen.
Praktikable Mefplatten, die nicht bis in die Zwickelspitze reichen, miifSten beim Messen von dieser ge-
nau gleich weit entfernt sein.

Bei den {iblichen Winkelmessungen benutzt man nicht einen Satz von WinkelmeBplatten, son-
dern ein iibliches WinkelmeBgerit, so wie man bei den {iblichen Lingenmessungen nicht einen
Satz von Endmefstiben benutzt, sondern einen Lingenmefstab oder ein Lingenmefband (Un-
terabschnitt 5.2).



Bei der Wahl der Bezugsgrof3e (Einheit) einer Urgrofe ist man frei, da bei dieser die Frage der
Einheitenkohérenz bedeutungslos ist. Man konnte deshalb als Winkelbezugsgrofle zum Bei-
spiel die Spreizweite eines Zweibeins wihlen, dessen Schenkel senkrecht aufeinander stehen,
also den sogenannten rechten Winkel, oder auch den viermal so groflen sogenannten Vollwin-
kel, also die Spreizweite eines ‘Zweibeins’, dessen einer Schenkel so weit vom anderen wegge-
dreht ist, daB er mit dem ersten wieder zusammenféllt und damit das ‘Zweibein® die gesamte

Ebene aufspannt, der "Zwickel" also gewissermafen zur Ebene “entartet’. Tatsdchlich entschied
man sich in der historischen Entwicklung der Geometrie und Astronomie schon sehr friih fiir
keinen dieser beiden Winkel, sondern fiir den 90. Teil des rechten Winkels beziehungsweise fiir
den (mit diesem identischen) 360. Teil des Vollwinkels. Dieser wird "1 (Winkel-) Grad" (1°)
genannt.

Wenn wir um den Scheitel eines Zweibeins konzentrische Kreise zeichnen, also Kreise mit ver-
schieden langen Radien R;, schneiden die Schenkel des Zweibeins aus diesen Kreisen verschie-

den lange Kreisbogen B; heraus. Wenn wir eine Beziehung zwischen den Léngen "/(B;)" und
"I(R;) bei ein und demselben Zweibein suchen, finden wir, daf} sich die Kreisbogenlénge pro-
portional mit der zugehorigen Radiusldnge dndert,

(14.1) ¢ '=konst = I(B;) =kj * [(R,),

beziehungsweise, dafl der Quotient aus den beiden Lingen konstant ist.
(14.2) ¢ '=konst -->I(B;) / [(R;) =k

Selbstverstindlich ist auch der Kehrwert dieses Quotienten konstant:
(14.3) IRy /UB;)) = 1/k;3

Wenn wir bei verschieden weit gespreizten Zweibeinen eine Beziehung zwischen dem Winkel
" und dem Quotienten I(B;) / I(R;) suchen, ist es deshalb gleichgiiltig, wie grof3 die

zusammengehdrenden Kreisbogen- und Radiusldangen bei den verschiedenen Zweibeinen sind.
Es kommt nur auf das Verhéltnis der Lingen an. Und dieses 146t sich durch die Messung nur
eines einzigen Liangenpaares bestimmen. Bei der Suche nach der gesetzmifligen Beziehung
braucht man deshalb nur mit einer einzigen Radiuslinge (und den zugehdrigen, bei den ver-
schiedenen Zweibeinen verschieden groflen Bogenldngen) zu arbeiten. Bei einem fingierten
empirischen Vorgehen konnen wir zum Beispiel die in den Spalten 2 bis 4 der Tabelle 14.1 auf-
gelisteten Grofen finden.

1 2 3 4 5 6

6

Zwickel + | yR. . I(B)) ¢
z | @ | IE) Ry | IBHIR)

Z1 20° | 10cm| 3,49¢m | 0,349 57,3°

72 30° [ 10cm|5,24cm | 0,524 57,3°

Z3 640°[ 10cm| 10,47cm| 1,047 57,3°

Tabelle 14.1. Gréfen, die bei einer (fingierten) empirischen Untersuchung der Beziehung zwischen er,
[(Bi) und I(Ri) gemessen beziehungsweise berechnet werden



Da wir eine Gleichheitsbeziehung suchen, priifen wir, welcher mathematische Ausdruck, der
aus den jeweils zusammengehorenden Groflen gebildet werden kann, bei allen Zweibeinen
gleich ist.

Wir finden, da3 das beim Quotienten in Spalte 6 der Fall ist:

(14.4) ¢ /I(B;)/I(R)=57,3°=k,.

Eine Umformung dieser Gleichung ergibt die gesuchte Beziehung:

(14.5) o' =k, [(B;)/I(R;) mit

(14.6) k4=573°.

Diese verallgemeinerte Bestimmungsgleichung kdnnen wir als Gesetzesgleichung formulieren:
(14.7) @ =ky*I(B)/I(R).

In Worten: Der Winkel ¢ dndert sich proportional mit dem Quotienten ,,/(B) / /(R)".

Der Proportionalitéitsfaktor k, = 57,3° ist eine Grofe der gleichen Art wie die Urgrofle "Winkel

¢, weil das Langenverhiltnis "/(B) / [(R)" eine Zahl ist. Dieser Faktor ist erforderlich, um ei-
nen Ausgleich zwischen den (durch Art und Ausmalf bestimmten) Grof3en auf den beiden Seiten
der Gleichung 14.7 herbeizufiihren, und kann durch nichts aus der Welt geschafft werden; er ist
der unentbehrliche (Ur-)Winkel-Léngenverhéltnis-Verkniipfungsfaktor.

Da der Quotient ,,/(B) / /(R)" eine Zahl ist, sind Urwinkel und Verkniipfungsfaktor GroBen der gleichen
Art. Hier liegen die Verhéltnisse also anders als in den Féllen, in denen keine der miteinander verkniipf-

ten GroBlen eine Zahl ist. So ist in der Gleichung "A+(R) =kj ¢ /(A) * I[(B)" der Faktor k eine Grofie

anderer Art als A+(R) und als /(A) « I(B). Ebenso ist - um noch ein weiteres Beispiel zu nennen - die
Dichte p, die zwischen den GroBen "Masse m" und "Volumen V* vermittelt (m = p * V), eine Grofie
anderer Art als m und als V.

Da die BezugsgrofBe (Einheit) jeder UrgroBe unabhingig von den BezugsgroB3en andersartiger
GroBen festgelegt werden kann und da der AusmalBfaktor im Produkt «Zahlenwert mal Einheit»
von der Wahl der jeweiligen Bezugsgroflen abhdngt, ist es - wie vom Areal her bekannt - mog-
lich, die BezugsgroBe so zu wihlen, dafl der AusmafBfaktor in der Konstanten k, die Zahl "1"
ist. Das wird erreicht, wenn wir denjenigen Winkel g als Bezugsgrof3e wihlen, fiir den der
Quotient "/(B) / [(R)" die Zahl "1" ist, also denjenigen Winkel @ , bei dem die Kreisbogenlidnge

und die zugehorige Radiuslidnge gleich groB3 sind. Ich nenne diese Einheit (des Urwinkels!), die
(ungefdhr) 57,3-mal so groB ist wie 1°, ad hoc "1 Euklid" (1 E).

Die ungefidhre AusmaBlbeziehung zwischen 1 E und 1° kann man durch tatsdchliches Ausmes-
sen leicht feststellen. Die genaue Beziehung findet man durch eine einfache Rechnung. - Fiir
den zur Einheit "1°" gehdrenden Quotienten "/(B)//(R)" gilt:

I(B)) 2nl(R;)/360  2n

14.8. = = 0,017 453 29...
(14.8) I(R)) IR 360

Fiir den zur Einheit "1 E" gehdrenden Quotienten gilt:



IRy I(By)

Damit gilt die Proportion
(14.10.) 1E/1°=1/0,017 453 29...

(14.9)

und schlieBlich
(14.11.) 1 E=57,295 788 ...°

Eine empirische Untersuchung unter Verwendung der Bezugsgroe "1 E" ergidbe die gesetz-
méfige Beziehung

(14.12) f+=1E « (B)/I(R) =k * I(B)/ I(R) mit
(14.13) k4= 1E.

k4 =1 E 1st identisch mit k4 = 57,3°, weil 1 E = 57,3° ist und ein Einheitenwechsel - wie schon
bekannt - an einer GroBe nichts dndert.

Wenn es auf diese Weise auch gelingt, eine Gesetzeskonstante zu erhalten, die den fiir das Rech-
nen giinstigen Ausmaffaktor "1" hat, so ist es doch nicht moglich, die Konstante als solche zu
beseitigen, etwa indem man sie - wie oft gesagt wird - «dimensionslos gleich 1 setzt». Wohl
aber kann man sie auf die schon bekannte Weise mit dem Urwinkel zusammenfassen,

(14.14)1/k, 0" =1B)/ IR) = o
und den Quotienten "I(B) / /(R)", der sich proportional mit ¢ #ndert, definitorisch als Ersatz-
groBe ¢ fiir den Urwinkel ¢ festlegen:

(14.15) WinkelersatzgroBBe ¢ = /(B) / /(R)

¢ dndert sich also nicht - wie meistens gesagt wird - proportional mit /(B) / [(R); ¢ ist vielmehr

definitionsgemiB /(B) / I(R). Eine Proportionalitit besteht nur zwischen ¢ und ¢*. Die Glei-
chung 14.15 ist keine Gesetzesgleichung, sondern eine Definitionsgleichung. Sie verkniipft
nicht zwei Grofen miteinander, die {iber einen Proportionalitdtsfaktor "1" miteinander verbun-
den wiren, sondern legt nur fest, da3 das Symbol "¢" das Gleiche bedeutet wie das Symbol
"I(B)/I(R)". @ ist ein Konstrukt, von dem man sagen kann, da3 es mathematisch von der Lange

] abgeleitet ist; der Urwinkel ¢ ist dagegen eine GroBe sui generis und kann deshalb nicht auf
eine anschauliche Weise auf die Lange / «zuriickgefiihrt» werden.

Die BezugsgroBe (Einheit) fiir die ErsatzgroBe ¢ ist das Verhéltnis zweier gleich groBer Lén-
gen, also die Zahl "1" (14.9). Dieser werden aus pragmatischen Griinden die Zeichen "1 Radi-
ant" beziehungsweise "1 rad" zugeordnet. Diese Zeichen sollen signalisieren, dal die vor dem
Symbol "rad" stehende Zahl eine WinkelersatzgroBe ist (und nicht eine andere Verhéltnisgro-
Be). 1 Radiant ist als (‘reine’) Zahl etwas anderes als die BezugsgroBe sui generis "1 Euklid".
Gemal der Definitionsgleichung 14.14 gilt ja:

(14.16.) 1 rad=(1/E) * 1IE =1,
wihrend 1 E =1 ist.

Obwohl es aus dem Vorstehenden klar hervorgeht, sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daf} die
WinkelersatzgroBe - wie jede Verhiltnisgro3e - eine reelle Zahl ist und daB3 damit - was dem



Nichtfachmann meistens wohl nicht bewuBt ist - auch ‘reine’ Zahlen physikalische GroBen sein
konnen.

VerhiltnisgroBen, die reine” Zahlen sind, sind zum Beispiel die Dehnung (relative Lingeninderung), die
relative Dichte, die Poisson-Zahl, die Reibungszahl, der Wirkungsgrad, die Permitivititszahl, die elek-
trische Suszeptibilitdt, der Leistungsfaktor, der Streufaktor, das Verhiltnis der spezifischen Wérmeka-
pazititen, die Reynolds-Zahl, der osmotische Koeffizient, der Dissoziationsgrad, die Feinstrukturkon-
stante, die Brechzahl, der Emissionsgrad, der Reflexionsgrad und der Schallabsorptionsgrad.

Um keinen falschen Eindruck aufkommen zu lassen, weise ich darauf hin, da3 Gleichungen der Art 4)
"o= (1/E) (p+" keine unprizise formulierten ‘gemischten’ GroBen-Einheiten-Gleichungen sind. "E"
steht in solchen Gleichungen nicht als Einheit, sondern fiir die einheitenbezogen angegebene Grofie "k4
=1E".

Und es sei schlieBlich noch darauf hingewiesen, da3 1 E (ebenso wie 1°) die Einheit einer Urgrofe ist

((p+), wihrend 1 rad die Einheit einer Ersatzgrofe ist (o).

In der GroBenlehre geht man einen Schritt iiber die Gleichung 14.15 hinaus und 148t die sach-
kennzeichnenden Indizes weg und erhilt damit die {ibliche Gleichung

(1417 =1/1=0L=1.

Mit dem Wegfall des Sachindex' fallt der Hinweis auf die Sache und die Lagebeziehung weg, so dal} die
WinkelersatzgroBe ¢ identisch wird mit anderen VerhiltnisgroBen, zum Beispiel auch dem Tangens
(dem Quotienten aus den Langen von Gegenkathete und Ankathete in einem rechtwinkligen Dreieck, die
ebenfalls senkrecht aufeinander stehen) und dem Sinus (dem Quotienten aus den Langen von Gegenka-
thete und Hypothenuse in einem rechtwinkligen Dreieck, die nicht senkrecht aufeinander stehen). - Dal3
man Tangens, Sinus und weitere Gréflen als "Winkelfunktionen" bezeichnet, dndert nichts daran, daf3
diese auch (physikalische) GroBen sind und als solche in die Rechnungen eingehen

Der Quotient "Kreisbogenldnge durch zugehorige Radiusldnge", der als Ersatzgrofe fiir die

Spreizweite ¢ verwendet werden kann, wird in der Mathematik als "Winkel im BogenmaB",
im allgemeinen aber nur als "Winkel" bezeichnet.

Da der Unterricht die Schiiler mit den in der Praxis tatsdchlich verwendeten Grofen bekannt zu
machen hat, muf3 man auch im Unterricht zum Arbeiten mit der Winkelersatzgrofe iibergehen.
Man sollte dabei den Schiilern aber nicht einzureden versuchen, dafl der Winkel, der uns im

Phianomen gegeben ist, irgendwie der Quotient zweier Langen und damit eine ‘reine’ Zahl sei.
Gerade das geschieht aber, wenn (immer wieder) verkiirzte Ausdriicke der Art "Winkel gleich
Bogenldnge durch Radiuslédnge" oder gar "Winkel gleich Bogen durch Radius" verwendet wer-
den.

Es sei noch erwéhnt, daB fiir den (Ur-) Winkel auch andere ErsatzgroBen verwendet werden konnten. So
andert sich zum Beispiel auch der Quotient aus Kreisbogenldnge und Lénge des ganzen Hilfskreisum-

fangs mit der vorstehend definierten Winkelersatzgro3e und damit auch mit dem Urwinkel,
(14.18) I(B) R () R U
7 271 I(R) 2 IR) 2n

und ebenso der Quotient aus dem Areal des Sektors, den die Zwickelbegrenzungsschenkel aus der Hilfs-
kreisflache herausschneiden, und dem Areal der gesamten Hilfskreisflache,

Bri®2 1 1B 1

1419 7uR? 27 IR 24




14.2. Das Arbeiten mit der UrgréBe ¢ hat gegeniiber dem mit der ErsatzgroBe ¢ den Vorteil,
dal} die Eigenschaft "Spreizweite" als solche beim Rechnen besser im Blick bleibt, aber auch
den schon bekannten Nachteil, dafl man eine eigene Urgrof3e braucht, eine dazugehorige Ver-
kniipfungskonstante und Einheiten einer eigenen Art. Wenn man mit ¢ arbeitet, arbeitet man

nicht mit einem geometrischen Vierersystem (Lénge, Areal’, Volumen®, ebener Winke), son-
dern (nach wie vor) mit einem geometrischen Einersystem (Ldnge, Lange hoch zwei, Linge
hoch drei und Lénge hoch null). Dieser Vorteil iiberwiegt in den Augen der meisten Fachleute
den genannten Nachteil so sehr, dafl im GroBenkalkiil ausschlieSlich mit der Winkelersatzgrofle
gearbeitet wird. Deshalb mull man, wenn ein Winkel in der Einheit "1°" (und damit als Urwin-
kel) angegeben ist, erst berechnen, welche in der Einheit "1 rad" anzugebende Winkel-
ersatzgroBe dem Urwinkel entspricht (zum Beispiel 90° 2 1t/2 rad), und kann erst dann mit die-
ser Ersatzgrofe in die Rechnung eingehen.

Da im Anfangsunterricht ausschlieBlich mit der UrgroBe "Winkel ™ und der BezugsgroBe "1
(Winkel-) Grad" gearbeitet wird, sollte man beim Ubergang zum Arbeiten mit der Winkeler-
satzgrofe auf die Verwendung begriffsgemiBer Fachworter achten, also zusétzlich zum Wort
"Winkel" auch den Namen "Winkelersatzgrofle" gebrauchen, also so verfahren, wie das vom
Areal und vom Volumen her schon bekannt ist.

Anstelle des Namenspaares "Winkel/Winkelersatzgrofe" konnte auch das Namenspaar
"Spreizweite/Winkel" verwendet werden.

14.3. Die mit der Einfithrung der Winkelersatzgrof3e zu erreichende Vereinfachung beim Rech-
nen bedingt aber das Auftreten von Mehrdeutigkeiten und damit auch von Verstindnisschwie-
rigkeiten. Das zeigt eine von Otto Reeb in /31/ zusammengestellte Tabelle, die in der nachste-
henden Tabelle 14.2 in etwas verdnderter Form wiedergegeben ist:

» - fiir den Winkel ¢ wird die gleiche Ersatzgrofle verwendet wie fiir alle Verhéltnisgrofen,
namlich eine Zahl,

+ - fiir die Rotationsgeschwindigkeit » wird die gleiche Ersatzgrofle verwendet wie flir die
Frequenz, ndmlich t'l,

* - das Drehmoment M, die WinkelrichtgroBe R und die Rotationsenergie W, haben das
gleiche Basisgrof3enpotenzprodukt (die gleiche Dimension), ndmlich Pef?em

* - der Rotationsimpuls L und die Rotationswirkung w,; haben ebenfalls ein gleiches Basis-

groBenpotenzprodukt, ndmlich Petlem.



L 2 3 | 4
Name und Symbol der |iibliche Definitions- BasisgroBenpotenzprodukt im
GroBe gleichung [-t-m-System [--t-m-System
Drehwinkel ¢ I 9
Drehdavert [~ t t
Drehgeschwindigkeit o |V ~ de /dt 1 o't
— 42 2

Drehbeschleunigung o | o= d°f/ dt 2

t ¢+t-2
Tragheitsmoment / I= j(@) dm

¢ lzom 12.((”4-)—2 om

Drehmoment M M=1Ia

Por?e 2 oty ler2
Winkelrichtgréfe R R=dM/dyp " Fe(pr)y et om
Drehimpuls L L= Ildq) Por? em 2 '(go+)'2°t'2 m
Drehenergie W, W= .[ Mdo 2ol em 2 o ¢+)'1-t'1 om
Drehleistung P, P,o= AW, / dt Pe 2 om e 2 o
Drehwirkung w Wyor= Wore dt Perlem Poerlem

Tabelle 14.2. Rotationsgréfien und deren Basisgrofienpotenzprodukte im I-t-m-System und im [- p-t-m-
System. In Anlehnung an 0. Reeb

Im Lauf der Zeit empfanden viele Fachleute die angefiihrten Dimensionsgleichheiten als so sto-
rend, daB3 sie (de facto) vorschlugen, den Winkel im Kalkiil doch als Basisgro3e zu behandeln.

Reeb sagt nicht, da3 der Winkel als Basisgrofle behandelt, sondern daB3 «der GroBenart Winkel eine ei-
gene Dimension» zuerkannt werden solle. Er nennt den Winkel mit eigener Dimension auch nicht eine
"UrgroBe", sondern eine «axiomatische Grofie». Im iibrigen verwendet Reeb sowohl fiir den in Spalte 4
der Tabelle 14.2 verwendeten «axiomatischen» Winkel wie fiir die in Spalte 2 verwendete Winkelersatz-
grofle das (gleiche) Symbol "a".

Wiirde der genannte Vorschlag verwirklicht, wiren die Dirnensionsgleichheiten beseitigt (Spal-
te 4 der Tabelle 14.2). Der Vorschlag fand aber bis heute keine allgemeine Zustimmung.

Es ist anzumerken, daB die abgeleiteten GroBen der Tabelle 14.2 auch dann, wenn @ durch ¢

Tlickersetzt” wird, abgeleitete GroBen bleiben und nicht etwa auch selbst zu UrgréBen wiirden.
Die in Spalte 2 angegebenen Gleichungen bleiben Definitionsgleichungen fiir Ersatzgrofen: In
thnen kommen keine Gesetzeskonstanten vor.

Weiter ist anzumerken, dal} in Tabelle 14.2 fiir das Drehmoment nicht die im Vorstehenden al-
lein verwendete Gleichung "M = F' ¢ [ angegeben wird, sondern die Gleichung "M =1+ "
(Drehmoment = Tragheitsmoment mal Winkelbeschleunigung). Diese Gleichung entspricht



formal der Gleichung "F' = m « @" fiir die Kraft (Kraft = Masse mal Translationsbeschleuni-
gung). - Die Verwendung mehrerer Gleichungen fiir ein und dieselbe Grof3e ist nichts Besonde-
res, da fiir eine GroBe im allgemeinen verschiedene Ersatzgrofen definiert werden kdnnen. So
wird auch fiir die Kraft nicht nur die bisher allein erwdhnte Gleichung (mit mechanischen Gro-
Ben, F=m * a) verwendet, sondern zum Beispiel auch die Gleichung "F' = Q * E" mit den beiden
elektrischen GroBen "elektrische Ladung Q" und "elektrische Feldstirke E" (sieche auch Ab-
schnitt 20).

Kiritisch ist zu dem von O. Reeb und auch von anderen gemachten Vorschlag anzumerken, daf3
in diesem offenbar nicht bedacht wurde, dal mit einer BasisgroBle auch eine besondere
Verkniipfungskonstante und Einheiten einer eigenen Art einzufiihren sind. Es gentigt nicht, ein-
fach zu sagen, daB3 der Winkel ¢ eine Basisgrof3e und die Einheit "1 Radiant" eine Basiseinheit
sei, also eine Einheit besonderer Art (und nicht die Zahl "1"), im {ibrigen aber die Gleichungen
formal unveréndert zu lassen und insbesondere keine Verkniipfungskonstanten einzufiihren.

Werden zum Beispiel in einer Gleichung Winkel und Léngenverhiltnisse miteinander verbun-
den, kann der Winkel nicht als Basisgrof3e behandelt werden, wenn nicht auch der Winkel-
Langenverhéltnis-Verkniipfungsfaktor k, = 1 E in die Rechnung eingeht.

Wird mit der Winkelersatzgrofle ¢ gearbeitet, gilt zum Beispiel fiir den Sinus eines Winkels die
folgende Reihenentwicklung:

1 3 5 7
(14.20.)sin¢ = % P P P

357!
Der Sinus ist - wie jede Winkelfunktion - als Verhiltnis der Ldngen zweier Seiten eines recht-

winkligen Dreiecks eine ‘reine’ Zahl. ¢ ist ebenfalls eine Zahl. Und damit sind auch (ﬂ3 , (05 , g07
... Zahlen, die addiert werden konnen. Mit der Gleichung 14.20 kann man deshalb problemlos
rechnen. Wird nun lediglich gesagt, da3 ¢ eine UrgroB3e sei und damit 1 rad eine Einheit eigener

Art, stehen in den Zahlern der Quotienten Terme der Art "2 rad", "8 rad3", "32 rad’ " ..., sodal}

die Quotienten nicht addiert werden konnen (so wie man auch 2 m, 8 m? und 32 m° nicht ad-
dieren kann). - Will man die Spreizweite korrekt als Urgrof3e behandeln, ist diese als Basisgrofie

@' mit der (hier so genannten) BezugsgroBe "1 Euklid" und der Verkniipfungskonstanten k,~=1E

einzufiihren. Es ist also nicht einfach zu sagen, dall ¢ (ohne Kreuz) als Basisgrof3e und 1 rad als
Basiseinheit betrachtet werden; es ist vielmehr erforderlich, ¢ geméal3 der Gleichung

»@=(1/E)s@" " ‘zuriickzuersetzen'. Dann erhilt man statt 14.20 die Reihe

+ 1 + 3 + 5
(1421) sing*/ 1E= @ 1B (¢ /IE)" (9" /IE)"
1! 3| 5' .....

Da @' mit der BezugsgroBe 1 E angegeben wird, stehen in allen Zahlern auf der rechten Seite
der Gleichung 14.21 (wie in 14.20) nur Zahlen, und es gibt keine Additionsschwierigkeiten. Mit
14.21 kann man mathematisch ebenso korrekt wie mit 14.20. rechnen; das Schreiben und Lesen
dieser und dhnlicher Gleichungen wére aber aufwendiger.

Ich kehre zum Hauptgedankengang zuriick. - Wiirde der Winkel als Urgré8e behandelt, konnte
- wie schon gesagt - die Winkelbezugsgrofle frei gewéhlt werden: Die Frage der Kohédrenz zwi-
schen der Urwinkeleinheit und den Einheiten anderer Grof8en wére dann ohne Belang. Man
konnte dann nicht nur 1 Winkelgrad und 1 rechten Winkel als Basiseinheit wihlen, sondern



auch 1 Vollwinkel beziehungsweise 1 Umdrehung. (Ein besser geeigneter Name wiére fiir diese
BezugsgroBe noch zu suchen.) Diese Einheit ist geradezu naturgegeben und wére dullerst prak-
tikabel. Sie wird deshalb von vielen Praktikern dringend gewlinscht.

Mit dieser Basisgrofle wiren zum Beispiel Winkelgeschwindigkeiten und Drehgeschwindigkei-
ten in gleichen Einheiten anzugeben und brauchten damit nicht mehr unterschieden zu werden.

Auch die Unterscheidung der Grof3en "Kreisfrequenz " und "(Perioden-) Frequenz f, die durch
die Gleichung "@w = 27z« f" verbunden sind, wiirde wegfallen. Diese Gleichung bereitet selb-

stdndig denkenden Schiilern erhebliche Skrupel: Zwei GroBen (@, f), die durch eine reine’ Zahl
(2m) verbunden sind, miiliten GréBen der gleichen Art sein. @ und f konnen aber nicht in einer

Ausmalrelation miteinander verglichen werden: Es geht wohl nicht an, zu sagen "a)lgfl”,

wenn @ = 27« f | ist, oder gar zu sagen "a)léfz". Und man kann auch nicht sagen, daf} die

Addition einer Frequenz und einer Kreisfrequenz eine Frequenz ergebe beziehungsweise daf}
sie eine Kreisfrequenz ergebe. Die beiden Groflen miifiten demnach von verschiedener Art sein.
Zur Klarheit trdgt auch nicht bei, wenn in der Norm DIN 1304 fiir die (Perioden-) Frequenz f
(nur) die Bezugsgrofle "1 Hertz" (1 Hz) und fiir die Kreisfrequenz (Winkelfrequenz) o =27z« f

(nur) die Einheit "1 gl angegeben wird mit der Anmerkung, daf «Hertz » der besondere Name
fiir die SI-Einheit reziproke Sekunde bei der Angabe von Frequenzeny ist. - Eine tatsdchliche
Bereinigung briachte dagegen das Arbeiten mit der Basiseinheit "1 Vollwinkel", weil dann ne-
ben der Grof3e "Frequenz" eine Hilfsgrofe "Kreisfrequenz" nicht mehr erforderlich wire.

Aus didaktischer Sicht ist noch besonders anzumerken, da3 die Dreh- beziehungsweise Winkel-

geschwindigkeit " = dg/dr" mit der merkwiirdigen BezugsgroBe "1 /s" (1 s7'; 1 reziproke Se-
kunde) die Lernenden irritiert und verbliifft. Diese halten die Rotationsgeschwindigkeit fiir

ebenso ‘real” wie die Translationsgeschwindigkeit und sind deshalb irritiert, daB die erste Ge-
schwindigkeit (nur) mit der BezugsgroBBe "1 durch Sekunde" angegeben wird, wihrend die
zweite die BezugsgrofBle "1 Meter durch Sekunde" hat. Sie fragen sich, ob eine Drehung und mit

ihr der Drehwinkel irgendwie weniger ‘real’ sein soll als eine Verschiebung und mit dieser die
Lange des Verschiebungsweges, weil fiir den Winkel keine Bezugsgrofe eigener Art angegeben
wird. Diese Frage ist durchaus berechtigt: Dall wir das Ausmal} des Drehwinkels mit Hilfe einer
Zahl darstellen (und nicht als Produkt aus einem Ausmalfaktor und einer Winkelbezugsgrofle
eigener Art), das Ausmal} der Weglinge aber als Produkt aus einem Ausmalfaktor und einer

BezugsgroBe eigener Art (und nicht als ‘reine’ Zahl), schreibt nicht die Natur vor; das ist (nur)
konventionell so festgelegt. Es ist deshalb zu fragen, ob diese Konvention nicht in Frage gestellt

werden sollte. Wiirde die irritierende Asymmetrie beseitigt, brauchten sich die Schiiler nicht

'1"

mehr zu bemiihen, sich unter "1 s™" (und unter der Bezugsgrofle der sogenannten Winkel-

beschleunigung "1 s'z") etwas phianomenologisch Verstidndliches vorzustellen.

14.4. Entsprechendes wie fiir den ebenen Winkel (¢ gilt fiir den phanomenologischen Raum-
winkel 2. Dieser ist das rdumliche Gegenstiick zur zweidimensionalen Spreizweite und - wie
jede meBbare Eigenschaft - eine GroBe sui generis. Diese kann als die Offnungsweite eines Ke-
gels umschrieben werden und kann - jedenfalls im Prinzip - mit Hilfe von MeBkeilen als Urgro-
Be gemessen werden.

Es wire vorteilhaft, die Schiiler daran zu gewdhnen, mit dem Wort "Offnung" in erster Linie die Vor-
stellung eines hohlen Kegels mit zweidimensionaler Querschnittsfliche zu assoziieren, um so eine Ge-
genvorstellung zur eindimensionalen Spreizung zu haben.
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Im iibrigen ist anzumerken, da} der sogenannte raumliche oder Raumwinkel mit einem eigenen Namen
(ohne den Namensteil "Winkel") bezeichnet werden sollte. Der (ebene) Winkel steht zum Raumwinkel
in einem entsprechenden Verhiltnis wie das Areal zum Volumen. Dieses hat noch niemand als "rdumli-
ches Areal" bezeichnet.

Empirische Untersuchungen wiirden zeigen, daf sich diese Urgréf3e proportional mit einem ma-
thematischen Ausdruck leichter meBbarer (beziehungsweise berechenbarer) GroBen dndert, so
daB dieser Ausdruck als ErsatzgroBe fiir die (tatsichliche) Eigenschaft "Offnungsweite" einge-
fiihrt werden kann. Bei der Definition dieser Ersatzgrof3e geht man &hnlich vor wie beim ebenen
Winkel. Bei diesem wird - wie bekannt - um den Scheitel eines Zweibeins ein Kreis(bogen) mit
der Radiuslidnge /(R) gezeichnet und die Linge /(B) des Kreisbogens bestimmt, der von den
Schenkeln des Zweibeins begrenzt wird. Die Ersatzgrofe ist der Quotient ¢ = /(B) / /[(R)" be-
ziehungsweise - wenn wir nur die Art der Grofen beriicksichtigen: ¢=1//=[°= 1. Beim rdum-
lichen Winkel wird zur Definition einer Ersatzgrof3e um die Spitze des Kegels eine Kugel mit
der Radiuslédnge /(R g1) gezeichnet und die Arealersatzgrofie A(S) des spharischen Flachen-

stiicks S bestimmt, das (als «Kugelhaube») vom Kegel aus der Kugeloberfldche herausgeschnit-
ten wird. Als ErsatzgroBe (2, die sich proportional mit der UrgroBe (2" andert, ergibt sich:

(1422) 2= AS)/[I(Rgyge)]
beziehungsweise - wenn wir die Sachbindung aufler Betracht lassen:
(14.23) Q=4/A=4°=1.

Die zu den SI-Einheiten kohidrente Einheit der Raumwinkelersatzgrofle ist der Quotient, bei
dem das Areal des sphérischen Flachenstiicks gleich groB ist wie das Areal des Quadrats, das
von zwel senkrecht aufeinander stehenden Kugelradien "Ry,q" aufgespannt wird, und ist da-

mit - wie beim ebenen Winkel - die Zahl "1". Dieser Zahl werden aus pragmatischen Griinden
der Name "1 Steradiant" und das Symbol "1 sr" zugeordnet.

Wenn der in Rede stehende Kegel zu einer (Voll-) Kugel “ausartet” ist die Kugelhaube die Kugeloberfli-
che selbst und daher die Raumwinkelersatzgrof3e der Kugel:
4n [[R)]°
(14.24) ©2(Vollkugel) = W— =4n

Die phidnomenologische Betrachtung des Raumwinkels und die Berechnung der Raumwinke-
lersatzgroBe braucht nicht auf den Kreiskegel beschriankt zu werden. Die Form des sphérisch gewdlbten
Flichenstiicks, die ein “verallgemeinerter' Kegel aus der Kugeloberfliche herausschneidet, kann beliebig
sein. (Man denke am einfachsten an ein Lichtbiindel, das von einer punktférmigen Lichtquelle ausgeht
und von einer beliebig geformten Blende begrenzt wird.) Fiir die Berechnung der Raumwinkelersatzgro-
Be kommt es nur darauf an, wie grol3 das Areal des sphérischen Flachenstiicks (beliebiger Form) und wie
grof} die Lange des Kugelradius' ist.

14.5. Die Raumwinkelersatzgrofe (2ist nicht nur ebenfalls eine Zahl wie alle Verhéltnisgrof3en,
sondern bedingt auch - entsprechend den Verhiltnissen beim ebenen Winkel -, da3 wichtige
GroBen der Strahlungsphysik und der Lichttechnik dimensionsgleich werden (Spalten 1, 2 und
3 der Tabelle 14.3):

* - Die Strahldichte L., die spezifische Ausstrahlung M, und die Bestrahlungsstérke £, haben
das gleiche Basisgroflenpotenzprodukt, ndmlich L., und

» - die Strahlungsstérke /e und der Strahlungsflul @, haben das gleiche Basisgroflenpotenz-
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2
produkt /< L.

Auch diese Dimensionsgleichheiten hielten im Lauf der Zeit viele Strahlungsphysiker und
Lichttechniker fiir so storend, daB3 sie vorschlugen, den Raumwinkel wie eine BasisgrofB3e
(«axiomatische» Grofle) und den Steradiant wie eine Basiseinheit zu behandeln. Geschéhe das,
so hitten alle in Tabelle 14.3 aufgefiihrten GroBen (bis auf die gleich definierten GréBen "M,"
und "E.") verschiedene Basisgrof3enpotenzprodukte (Spalte 4). M, betrifft die von einem Fla-
chenstiick ausgehende und E, die auf das Flachenstiick auftreffende Strahlungsleistung. Reeb

verwendet in den Grofentermen der Spalte 4 fiir den als «axiomatisch» betrachteten Raumwin-
kel - eben- so wie fiir die Raumwinkelersatzgrof3e - das Symbol "Q2".

Auch dieser Vorschlag konnte sich nicht fiir den gesamten Bereich der Physik durchsetzen.

Es ist anzumerken, daB die GroBen der Tabelle 14.3 auch dann, wenn €2 durch (2" ‘riickersetzt’
wird, abgeleitete Grofen bleiben und nicht etwa auch selbst zu Urgrofen wiirden. Die in Spalte
2 angegebenenGleichungen bleiben Definitionsgleichungen fiir Ersatzgrofen: In thnen kom-
men keine Gesetzeskonstanten vor.

Name }.md Symbol  [Definitionsgleichung ;]?r%sé% Eéiffgnp otenz-
der Grofe [-t-Le-System|[-(-t-L -System
Raumwinkel | ..o 1 o
Strahldichte L, | ....... L L
Spe21ﬁsc]he M, = |L,- cosedQ e e
Ausstrahlung L, QL
Bestrahlungsstirke E, = [L- cosedty L, Q'L
Strahlungsstérke 1, = .[Le' cosedA [ L, [ L,
Strahlungsfluf3 o = .[ j L, cosg - dAdQ
e e 12. L 12. d. L
Bestrahlung H, B e e
H, 7J'.[Le-coss'dAdQ er' .
teL teL,
Strahlungsmenge O, ¢
0, = [[L,- cose - da(dQ)dr

Tabelle 14.3.. Wichtige Grifien der Strahlungsphysik und deren Basisgrofienpotenzprodukte in einem -
t-Lo-System und in einem I-1-£2-t-LeSystem. In Anlehnung an 0. Reeb /31/, /32/. - In die Tabelle sind die
allgemeinen Strahlungsgrofien aufgenommen, deren Formelzeichen haben gemdfs DIN 1304 den Index
"e". In die Tabelle hiitten ebenso gut die entsprechenden (und wohl geldufigeren) speziellen optischen
Grofsen aufgenommen werden konnen (Leuchtdichte Lv, spezifische Lichtausstrahlung M., Beleuch-

tungsstirke E\, Lichtstirke Lichtstrom @, , Belichtung H., und Lichtmenge Q).

14.6. Es ist noch anzumerken, dal3 es im Deutschen Normenwerk nur Basiseinheiten und abge-
leitete Einheiten gibt und daB3 die Einheiten "1 rad" und "1 sr" zu den abgeleiteten Einheiten ge-
horen. Im Gegensatz dazu kennt die Generalkonferenz fiir Mall und Gewicht neben den Basis-
einheiten und den abgeleiteten Einheiten noch die sogenannten erginzenden Einheiten. Zu die-
sen gehdren nur die Einheiten des ebenen Winkels und des Raumwinkels. Das soll offenbar den
bestehenden Schwierigkeiten irgendwie Rechnung tragen, ist aber keine Losung des Problems.
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