Kapitel 12 . Definitionsgleichungen

Die phidnomenologische Betrachtung der sogenannten abgeleiteten Gro3en wird im Unterricht
im allgemeinen viel zu stark vernachldssigt. Man geht sehr schnell zur ‘Definition’ dieser Gro-
Ben durch «Ableitung» von anderen Groflen beziehungsweise durch «Zurtlickfiihrung» auf an-
dere GroBen tiber. So behandelt man zum Beispiel die Eigenschaft "Areal A" (den ‘Flachenin-
halt’, die ‘Fliche) sehr bald als die Zweimalpotenz (als die ‘zweite Potenz /43/) der Eigenschaft
"Léange":

(12.1) A=1+1=P

Die Gleichung 12.1 unterscheidet sich grundsdtzlich von den Gleichungen fiir die Areale ver-
schiedenartiger geometrischer Figuren, die - bei Benutzung der iiblichen Symbole - sowohl im
Falle von Gesetzesgleichungen wie im Falle von Bestimmungsgleichungen zum Beispiel fol-
gendermafen geschrieben werden:

(122) A=1+b) (Rechteck; 1, b: Langen der Rechteckseiten),

(12.3) A =1/2+g+h (Dreieck; g: Lange der Grundlinie, h: Lédnge der Hohe)
(124) A=m- ”? (Kreis; r: Lange des Kreisradius),

(12.5) A=mea-<b (Ellipse; a, b: Lingen der beiden Halbachsen),

(12.6) A=4m- 2 (Kugeloberflache; r: Lange des Kugelradius).

Bei Benutzung begriffsgemidfier Symbole wire zum Beispiel anstelle der Gleichung 12.3 im
Falle einer Gesetzesgleichung die schon frither verwendete Gleichung

(12.7)  A(D)=1/2 « I(G) * I(H) (D: Dreieck)
zu schreiben und im Falle einer Bestimmungsgleichung die ebenfalls schon bekannte Gleichung
(12.8) A(D;)=1/2 + [(Gy) * I(Hy).

Wird zum Beispiel 12.3, also eine Gleichung aus der Gruppe 12.2 bis 12.6 als Bestimmungs-
gleichung benutzt, sind fiir "g" und "h" durch Art und Ausmal} bestimmte Langen wie 5 cm und
4 cm einzusetzen und ergibt sich fiir "A" ein ebenfalls durch Art und Ausmal bestimmtes Areal,

in unserem Beispiel 10 cm?.

Was sollte aber in 12.1 fiir "/" und "A4" eingesetzt werden? Und wie kommt man iiberhaupt zu
dieser Gleichung?

Auf den ersten Blick sieht es aus, als kiime man zu 12.1 durch eine Verallgemeinerung von Glei-
chungen der Art 12.2 bis 12.6. Eine genauere Betrachtung zeigt aber, dal das nicht der Fall ist.
Die Gleichung 12.3 besagt: Das Areal eines Dreiecks ist halb so grofl wie das Areal eines Recht-
ecks, dessen Seiten so lang sind wie die Grundlinie beziechungsweise die Hohe des Dreiecks.
Und 12.4 besagt: Das Areal einer Kreisfldche ist m-mal so grofl wie das Areal eines Quadrats,
dessen Seiten so lang sind wie der Radius der Kreisflache. In allen Gleichungen der Art 12.2 bis
12.6 werden also Areale bestimmter geometrischer Figuren mit dem Areal eines Rechtecks (das
auch gleichseitig und damit ein Quadrat sein kann) in Beziehung gesetzt, dessen Seiten so lang
sind wie zwei bestimmte Strecken, die die jeweilige Figur kennzeichnen, werden also die Are-
ale dieser Figuren zu den Arealen bestimmter Rechtecke in eine Ausmafrelation gesetzt. (In der



Gleichung fiir das Rechteckareal [12.2] - und nur in dieser - tritt deshalb kein von 1 verschiede-
ner Zahlenfaktor auf.) Das Areal jedes Flichenstiicks wird also als ein Vielfaches des Areals
eines bestimmten Rechtecks formuliert. (Das Vielfache kann - wie in der Mathematik selbstver-
standlich - auch ein Bruchteil sein.) Der Zahlenfaktor, der die zueinander in Beziehung gesetz-
ten Areale miteinander verkniipft, ist eine Gesetzeskonstante. Diese kann - da die Form des je-
weiligen Flachenstiicks von ausschlaggebender Bedeutung ist - als Formfaktor F bezeichnet
werden. Durch Verallgemeinerung der Gleichungen 12.2 bis 12.6 kommt man deshalb zur Glei-
chung

(12.9) A(Fléachenstiick) = F ¢ A (Rechteck, dessen Seiten so lang sind wie
zwel bestimmte, das Flachenstiick kennzeichnende Strecken

aber nicht zur Gleichung 12.1, in der keine Gesetzeskonstante vorkommt. 12.1 steht auBBerhalb
der Gruppe der Gesetzesgleichungen und Bestimmungsgleichungen (12.2 bis 12.6) und ist als
Definitionsgleichung zu bezeichnen. In sie ist fiir "/" und "A4" iiberhaupt nichts einzusetzen.
(Weiteres hierzu folgt im Abschnitt 13.) Die Zeichen in 12.1 stehen nicht fiir sachklassengebun-
dene GroBen [,,4(D)"; 1(G)"], deren Ausmalle zwar unbestimmt bleiben, aber doch immer mit-
gemeint sind, geschweige denn fiir einzelsachgebundene Gréflen [,,4(D)"; "1(Gy)"], die - eben-

so wie 10 cm? oder 5 ¢cm - immer Art und AusmaB zum Ausdruck bringen. Wéhrend 12.3 und
12.7 besagen, daB3 das Ausmal3 des Dreiecksareals in bestimmter Weise vom Ausmal} der Léan-
gen von Grundlinie und Hohe abhéngt, scheint 12.1 (nur) zu besagen: Die Multiplikation einer
Lange mit einer zweiten Lénge ergibt ein Areal, gleichgiiltig an welche Strecken die Langen ge-
bunden sind und damit auch gleichgiiltig wie lang die Strecken sind. Die Gleichung 12.1 be-
riicksichtigt auch nicht die Lage der Strecken zueinander, obwohl diese tatsdchlich immer ein
Rechteck aufspannen, also senkrecht aufeinander stehen miissen. Diese Gleichung verkniipft
also Grofen miteinander, bei denen Sachbindung und Ausmaf3 unbestimmt bleiben, und macht
damit gewissermallen nur eine Aussage iiber die Art der miteinander verkniipften Grof3en.

Wenn wir weitere der von Rudolf Fleischmann in /6/ aufgelisteten Gré3en und deren Definiti-
onsgleichungen in die Betrachtung einbeziehen, zum Beispiel

(12.10) Volumen V=4 « I = I,
(12.11) Winkel o = I/ = I°= 1,
(12.12) Geschwindigkeit v =//¢ (¢: Bewegungsdauer),

(12.13) Kraft F = my, * a (my,: trige Masse; a: Beschleunigung),

konnen wir erkennen, dal3 in keiner dieser Gleichungen eine Verkniipfungskonstante vor-
kommt. Es gibt damit neben Gleichungen, in denen Art und Ausmal der Gréfen erfal3it oder zu-
mindest mitbedacht werden (Bestimmungsgleichungen und Gesetzesgleichungen), noch Glei-
chungen, die anscheinend nur fiir die Art der Grof3en gelten (Definitionsgleichungen).

Bevor ich im nédchsten Abschnitt hierauf und insbesondere auf die Frage, was die Definitions-
gleichungen tatséchlich definieren, eingehe, habe ich noch drei Anmerkungen zu dem in diesem
Abschnitt Gesagten zu machen.

(1) Der Formfaktor F ist nicht mit dem schon friiher eingefiihrten AusmaBfaktor A zu verwech-
seln. Der Formfaktor tritt in den gesetzméBigen Beziehungen zwischen Areal und Lingen von
Flachenstiicken auf (zum Beispiel in der Beziehung [,,4(D) = (1/2) /[(G)*1(H)"], wihrend der
Ausmalfaktor in jeder einzelnen einheitengebunden angegebenen Grofe enthalten ist [zum



Beispiel in der Grofe ,,A(D¢) =10 cmz"].

(2) Da es ungewdhnlich erscheinen mag, die Zahlenfaktoren F in den Gleichungen 12.2 bis 12.6
als Gesetzeskonstanten und damit die Gleichungen selbst als Gesetze zu bezeichnen, sei darauf
hingewiesen, dall die Verhéltnisse bei den geometrischen Gesetzen vollig gleich liegen wie bei
den Naturgesetzen. - In jedem Naturgesetz tritt eine Gro3e mehr auf, als Gréfen tatséchlich ge-
messen werden, eben die sogenannte Gesetzeskonstante. Um zum Beispiel das Gravitationsge-
setz zu finden, das liblicherweise in der Form

(12.14) F=f (my * my) / 1

geschrieben wird, werden nur Kréfte (¥), Massen (m; und m,) und Langen (r) gemessen. Die

Gravitationskonstante f ergibt sich zwangslaufig bei der Auswertung der Meflergebnisse zur
Aufstellung des Gesetzes. In vollig gleicher Weise ergeben sich bei der empirischen Ermittlung
der Beziehungen zwischen Arealen und kennzeichnenden Langen geometrischer Figuren die
Formfaktoren F zwangsldufig bei der Auswertung der gemessenen Lingen und Areale, ohne
selbst gemessen zu werden. (Ndheres hierzu folgt im nichsten Abschnitt.)

(3) Auch 12.2 ist eine Gesetzesgleichung. Das wiirde nur verkannt, wenn man tibersieht, daf} die
Gesetzeskonstante die (sich dem Bewulltwerden leicht entziehende) Zahl "1" ist.
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